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Resumen

El objetivo final de este trabajo es la generalizaciéon, a las acciones parciales, del Teorema
Simétrico de Imprimitividad de Raeburn [§], y en particular el Teorema de Green [10].

A partir de acciones de un grupo de Hausdorff localmente compacto, en una C*-algebra A y
en un espacio de Hausdorff localmente compacto X, podemos construir la accién diagonal en el
fibrado trivial Ax X — X. De esta manera el teorema de Raeburn se traduce en un teorema sobre
acciones en fibrados de C*-édlgebras. Este resultado tiene un enunciado para acciones parciales,
las cuales se definen en el capitulo 2. La manera de probarlo es considerar primero el caso de
acciones globales, para luego, utilizando la construccion de acciones envolventes en [I] y [3],
reducir la demostraciéon a esa situaciéon. Todo esto se hace en el capitulo 3.

Finalmente, en el capitulo 4, se indica como obtener los teoremas de Raeburn y Green, y sus
respectivos enunciados para acciones parciales, a partir de los resultados del capitulo 3. Ademés
se discuten las situaciones planteadas en [10] para acciones parciales.

Abstract

The goal of this work is the generalization, to partial actions, of Raeburn’s Symmetric Im-
primitivity Theorem [8], in particular Green’s theorem [I0].

Given actions of a locally compact Hausdorff group, on a C*-algebra A and on a locally
compact Hausdorff space X, we can construct the diagonal action of G on the trivial bundle of
C*-algebras A x X — X (a,x) — . In this way, Raeburn’s theorem translates into a theorem
about actions on bundles of C*-algebras. This result has a counterpart for partial action, which
are defined in chapter 2. The way of proving the last mentioned result is by first considering the
case of global actions and after that, using enveloping actions [I] 3], to reduce the proof to that
situation. All this is done in chapter 3.

Finally, in chapter 4, we indicate how to obtain Raeburn and Green’s Theorem, and the
corresponding one for parcial actions, as corollaries of the results of chapter 3. Besides, all the
situation of [10] are discussed for partial actions.
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Introduccion

Las acciones parciales surgen naturalmente de considerar el flujo de una ecuacién diferencial
autonoma. El adjetivo “parcial” se debe a que las soluciones (maximales) no estan, necesaria-
mente, definidas en todo R. Para hacer esto mas preciso tomemos un abierto U C R" y un
campo de clase C', F : U — R"™. A cada punto = € U le corresponde el intervalo I, el do-
minio de la solucién maximal que en ¢ = 0 pasa por z. Llamamos ¢ al flujo, cuyo dominio es
I'={(t,z) e RxU :tel}y(t,z) = ¢(x). Recurriendo a teoremas clasicos se puede ver
que I" es abierto en R x U ([11] II Teorema 1) y que ¢¢(¢s(x)) = ¢pris(x).

Asi como I, consta de todos los tiempos en los cuales se puede evaluar la solucién por ,
dado t € R el conjunto U_; := {zx € U : t € I} es abierto y ¢; es un difeomorfismo de U_; en
U;. De las consideraciones anteriores extraemos las siguientes propiedades:

» '={(t,z) e RxU :x€U_} es abiertoen R x U.

n ¢ : U_y — Uy es un difeomorfismo y ademas Uy = U, ¢g = idy.
w 0(U_t NUs) = Uy N Uyss para cualesquiera t, s € R.

" 1o Pslu_.nU_._, = Pi+slu_.nU_._, para cualesquiera s, t € R.

» La funcion ¢ : I' = U, (¢t,z) — ¢(x) es continua.

Si nos olvidamos de la topologia, pensamos R como un grupo y U como un conjunto, podemos
resumir lo anterior a través de la definicién siguiente.

Definiciéon 0.0.1. El par o = ({ou}ieq, {Xi}teq) es una accion parcial del grupoﬂ G en el
conjunto X si se cumplen las siguientes propiedades:

1. X} es un subconjunto de X para todo t € G.
2. a4 : X;—1 — X es una biyecciéon y ademas X, = X, a, = idy.

3. ap(Xp—1 N X) = Xy N Xy para todos ¢, s € G.

2Usamos la notacién multiplicativa.



4. apoag: Xg-1 N X—15-1 — Xis N Xy es la restriccion de azg a X—1 N X —1;,-1, para todo
t,s € G.

El dominio de « es el conjunto I'y, := {(t,2) € G x X | € X;-1}. También llamamos « a la
funcion T', — X tal que (t,x) — a¢(z). Decimos que la accion es global si Xy = X para todo
t € (G; en ese caso la definicién es la usual de accién.

Habiendo resumido las propiedades que no involucran la topologia, es momento de definir las
acciones parciales continuas en espacios topologicos.

Definicién 0.0.2. Una accidn parcial continua, del grupo topolégico G en el espacio topologico
X, es una accion parcial @ = ({at }e, { Xt }ieq) de G en X que ademas satisface las siguientes
propiedades:

= X; es un abierto de X para todo t € G.
» T, es abierto en G x X (con la topologia producto).
s La funcién o : 'y, — X es continua.
Si la acciéon es global obtenemos la definicion usual de accién continua.

Claramente, la definicién anterior hace del flujo de una ecuacién diferencial una accién parcial
continua de R. Aunque no se pide explicitamente que a; sea un homeomorfismo, esto es facil de
deducir a partir de la definicién. Por otra parte, siempre que tengamos una accién parcial de un
grupo en un conjunto podemos considerar en ambos la topologia discreta y obtener una acciéon
parcial continua.

La traduccién de las acciones parciales en espacios topologicos a las acciones parciales en
C*-algebras se hace, como siempre, asociando abiertos con ideales y homeomorfismos con iso-
morfismos (de C*-algebras). En primera instancia suponemos que G es discreto, y por supuesto
X sera de Hausdorff localmente compacto (HLC). El algebra sera A = Cp(X), las funciones con-
tinuas de X en C que se anulan en infinito. A cada t € G le corresponde el ideal A; := Cy(X}).
El homeomorfismo oy : X;—1 — X; es equivalente a oy : A;-1 — Az, f+— foau—1. Tenemos una
accion parcial @ = ({At}ea, {@t }tec) en una C*-algebra.

Si el grupo no es discreto, pero es HLC, las condiciones topologicas no son tan faciles de
traducir. Podemos decir que la segunda condicion de [0.0.2] se corresponde con que la familia
{A}1eq sea una familia continua en el siguiente sentido.

Definicién 0.0.3. Una familia {Ey},cy de subespacios de Banach de un espacio de Banach E,
indexada en un espacio topolégico Y, es una familia continua si para cada abierto U C E el
conjunto {y € Y : E, NU # 0} es abierto en Y.



Finalmente, la ultima condicién de la definicién de accién parcial continua se traduce en la
continuidad de la funcion a : T'g — A | (a,t) — ay(a).

Repasando las condiciones obtenidas para & observamos que la conmutatividad no aparece,
y por lo tanto hemos logrado traducir las acciones parciales al caso no conmutativﬂ

Definicion 0.0.4. Una accion parcial, del grupo topolégico HLC G en la C*—4&lgebra A, es una
accion parcial a = ({A e, {au}iea), en el sentido de[0.0.1, donde ademas se cumple que:

= A; es un ideal de A para todo t € GG. Por ideal nos referimos a que son bilaterales, cerrados
y en consecuencia cerrados por la involucion.

» {A;}icc es una familia continua.
= oy es un isomorfismo de C*—éalgebras para todo t € G.
s La funcién o : 'y, — A es continua.

Diremos que (A,G,a) es un C*-sistema dinamico parcial. A cada uno de estos sistemas
podemos asociarle una C*-algebra que contiene informacion acerca de la dinamica. Si el grupo
es discreto consideramos el espacio vectorial D := @@, As. Si a € Ay, para denotar a como
elemento de D escribimos ad;. La norma en D serd || ||1, viendo D como las funciones de G en
D que son nulas a no ser en una cantidad finita de puntos. Equipamos D con un producto y una
involucién:

(ady)(bds) = ay(cy—1(a)b)dys (ady)" = ayp—1(a”)dy-1.

De esta forma se obtiene una *-dlgebra normada, su completacion es una *-algebra de Banach,
la C*—algebra envolvente de esta ultima sera el producto cruzado A X, G. Aunque esta manera
de definir el producto cruzado es corta, no ofrece una visién clara de como la informacion de la
dindmica se traduce en el producto cruzado.

Conocer A X, G es conocer sus representaciones, que es lo mismo que conocer las representa-
ciones de D. Por ejemplo, si tenemos una representacion fiel T': D — B(H) podemos recuperar
la dindmica. Dado a € A;—1 notamos que a;(a)d; = (a*d;-1)*. Luego

ae(a)dy = T T((a*8,1)") = T~ (T(a*6,1)") ,

lo que expresa a;(a) en términos de la involucion de A, la de B(H) y la representacion T'. Como
vemos, la informacién de la accién parcial se codifica en el producto cruzado.

Muchas veces es dificil conocer la clase de isomorfismos de un cierto producto cruzado. En
consecuencia se intenta determinar su clase en una relacién un poco méas débil: la equivalencia
de Morita-Rieffel. Esta informaciéon determina, entre otras cosas, la estructura de ideales del
producto cruzado, los cuales a su vez estédn relacionados con los ideales invariantes del algebra
(o en el caso conmutativo, los abiertos invariantes).

3Para una exposicién mas detallada ver [2].



Si A = Cy(X) y la accion cumple ciertas condiciones (que se expondran en el trabajo),
el Teorema de Imprimitividad de Green establece que A x, G es Morita-Rieffel equivalente a
Co(X/G), siendo X /G el espacio de orbitas. En realidad el teorema es bastante mas general pero
ya en el enunciado anterior se aprecia su importancia. Por ejemplo, si en la situaciéon anterior el
sistema tiene una sola Orbita, entonces el producto cruzado es equivalente a C y por lo tanto es
simple. Por otra parte, el teorema también sirve para la interpretacion de los productos cruzados,
pues sugiere que estos deben ser pensados como espacios de orbitas (especialmente cuando el
espacio de orbitas es cadtico).

A su vez, el mencionado teorema de Green admite una generalizacion: el Teorema Simétrico
de Imprimitividad de Raeburn. En un comienzo la idea del presente trabajo era exponer el
teorema de Raeburn y estudiar en qué medida se podia extender a acciones parciales. Este
proceso se llevd a cabo en dos pasos, en la primera etapa se generalizd el teorema de Raeburn a
acciones globales en fibrados de C*-algebras. En la segunda se generalizo este dltimo para acciones
parciales. Podemos decir entonces que hemos logrado probar un teorema de imprimitividad para
acciones parciales. Para lo cual, ademas de las hipdtesis presentes para las acciones globales,
hemos tenido que pedir algunas adicionales. Todas ellas se satisfacen automaticamente para las
acciones globales. Una de estas hipotesis adicionales es la continuidad en oo (Definicion .
Para entender estos resultados comenzamos analizando una situacion simplificada que contiene
las ideas béasicas.

Pensemos en grupos y espacios topologicos discretos y finitos. Un fibrado de C*—algebras
sobre el espacio X es una coleccion de C*—algebras B = {B;}.cx. A cada B, se le llama la
fibra sobre z. Una accion « del grupo H en B consta de una accion (también llamada «) en la
unioén disjunta de las fibras que lleva fibras en fibras como isomorfismo de C*—algebras. Esto da
lugar a, o puede verse acompanado de, una accién en el espacio de base X, la cual viene dada
port-x =y sii u(By) = By. Sib€ By yt € G denotamos b = bd, y s (bdy) = o (b)0s.5.

Una seccion del fibrado es una funcion f : X — Uyzex B, tal que f(x) € B, para todo = € X;
definimos su norma como ||f|| := sup{||f(z)]| : = € X} (es finita porque X es finito). En las
secciones definimos la accién a de manera que oy (f)(z) = a;(f(t~1-z)). El algebra inducida por
a y B, denotada Ind" (B, a), es la C*-algebra de los puntos fijos (con las operaciones punto a
punto).

Supongamos ahora que tenemos dos acciones, « y 3, de grupos (finitos en este caso) H y K,
respectivamente, en el fibrado B. Entre otras condiciones, validas en la situacién actual, se pide
que las acciones conmuten y sean libres. Por lo primero nos referimos a que, dados t € H, s € K
y b € B, cualesquiera, se cumple que a;(S5(b)) = Bs(cu(b)). Con lo segundo, a que si oy (0 Ss)
cumple que oy (B,) = B, para alguna fibra B, entonces t = e (la identidad del grupo). En esta
situacion observamos que los puntos fijos de « son invariantes por 3 y, por lo tanto, es posible
definir una accion de K en Ind” (B, ).

Intercambiando los roles de H y K tenemos dos sistemas dinamicos (Ind”(B,a), K,j) y
(Ind® (B, ), H,a). El teorema de Raeburn implica que Ind” (B, a) x5 K es Morita-Rieffel equi-
valente a Ind® (B, B) x4 H. Veamos este hecho como si se tratase del caso general.



Para definir el bim6dulo de equivalencia se necesita trabajar con una *-subalgebra densa de
Ind® (B, 3) x, H. Esta algebra consta de las funciones F' : H x X — B tales que F(t,z) € B,
y ademéas o, (F(t,xz)) = F(t,r - x), para t,r,x arbitrarios. Dicha algebra se denotard Ep, e
invirtiendo los roles de H y K tenemos Ex. Naturalmente, E esté generada por las funciones
del tipo f&;, con f € Ind (B, ), definiendo fd:(r,y) = f(y) sit =r y 0, en otro caso.

Como bimdéddulo que implementa la equivalencia se utiliza Z = C(B), el conjunto de las
secciones de 3. Como las secciones del tipo b, generan Z, basta con especificar las operaciones
de pre-moédulo de Hilbert en estas secciones, lo que hacemos a continuacién. Tomemos f €
Ind®(B,B), t€ H, g € Ind?(B,a), s€e K, c€ By, d€ B,

(for) - (C‘Sy) = fat(c)(st-y (Céy) : (gds) = 5371(65319)

By €0y, d82) =) (Z Br(cay(d*)8,0,(t - Z))) 5t

teH \reK

{0y, db)pe = ) (Z i (¢* By (d) 8,0, (s - z))) or

reK \teH

Lo que aparece en la tercera ecuacion multiplicado por d; es un promedio multiplicado por la
cantidad de elementos de K, y por lo tanto es un punto fijo de 3; lo mismo vale para la cuarta
ecuacion. La dificultad de la prueba de este resultado esté en definir las mismas operaciones para
grupos HLC y fibrados sobre espacios HLC. Una vez alcanzado ese objetivo tampoco es facil
verificar las propiedades que se necesitan para hacer de Z un pre-médulo de equivalencia.

Habiendo introducido los conceptos bésicos con los que hemos de trabajar, pasamos a describir
el contenido de este trabajo.

En el primer capitulo nos ocuparemos de definir el producto cruzado por acciones parciales
de grupos HLC. Asimismo se estableceran los resultados basicos que permiten trabajar con los
mencionados objetos. Todos los resultados importantes de esta primera parte seran utilizados en
los capitulos posteriores. Cabe senalar que la exposicién no serd completamente autocontenida
ya que se necesitan varias teorfas o resultados auxiliares. Entre ellos se encuentran resultados
bésicos sobre fibrados de Banach e integracion en espacios localmente convexos completos. Las
pruebas de los resultados sin demostracion se encuentran en [I] y en [6].

El segundo capitulo puede subdividirse en dos partes bien diferentes, pero relacionadas. En
la primera se consideran propiedades bésicas (y no tanto) de las acciones parciales en espacios
topoldgicos. Ademés se introducen las acciones parciales en fibrados de C*-algebras. Mientras
tanto, en la segunda parte se construyen las algebras Ind (%8, a) y las acciones definidas por
acciones que conmutan, generalizando lo expuesto anteriormente.

Con el contenido de los primeros capitulos se puede enunciar el resultado principal de esta
tesis, lo que se hace al inicio del tercer capitulo. En el resto nos ocuparemos de demostrar ese
resultado, a través de un proceso que se hara en dos etapas. En la primera se prueba el resultado



para acciones globales, en la segunda se reduce la demostraciéon del caso general a la situaciéon
anterior.

Finalmente, en el dltimo capitulo, nos ocuparemos en deducir los teoremas de imprimitivi-
dad de Green y Raeburn a partir de los resultados del capitulo anterior. Con estos resultados
probaremos el teorema de Stone-Von Neumann y lo que serfa su enunciado para acciones parcia-
les. Finalmente se discute (para las acciones parciales) caso a caso cada una de las situaciones
encontradas en [10].

También se incluyen dos apéndices. El primero contiene los resultados sobre integracién en
espacios localmente convexos que utilizaremos, principalmente, en el capitulo 3. En el segundo
apéndice describimos la completacién de Hausdorff de un espacio normado y la C*—completacion
de una x—algebra de Banach.
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Capitulo 1

Acciones Parciales y Productos
Cruzados

En este capitulo se define el producto cruzado por una accién parcial, generalizando la defini-
cion de las acciones globales. Por otra parte se caracterizan las representaciones de los productos
cruzados como representaciones de cierto fibrado. Finalmente se prueba un resultado concernien-
te a los productos cruzados de acciones envolventes. Todos los resultados y las definiciones se
encuentran, o estan inspirados en, [I], [3], [5] v [6].

Los tnicos resultados que no aparecen en los textos mencionados son los Teoremas
[1.2.15]y[1.4.8] Las demostraciones de los primeros dos se basan en la Seccion 12, Capitulo VIII, de
[6]. El restante es una re-formulacion del Teorema 1.1. de [3], la modificaciéon se hizo para poder
probar la positividad de ciertos produtos internos (ver la Proposicion y las demostraciones
siguientes).

1.1. Productos cruzados

Comenzamos recordando las definiciones de acciones parciales en espacios topoldgicos y en
C*-algebras, y respectivamente. Cada vez que tengamos una accién parcial continua,
a, del grupo topolégico Hausdorff localmente compacto (HLC) G en el espacio topologico HLC
X, diremos que la terna (X, G, ) es un sistema dinamico parcial. Asimismo, si en lugar de X
tenemos una C*—algebra A, diremos que (A4, G, «) es un C*-sistema dindmico parcial (Definicion
0.0.4)).

Notacion 1.1.1. Ademés de la notacion de la definicién usaremos indistintamente, I', 'y,
I'¢ 6 T'(X, G) para indicar el dominio de la accion parcial (las primeras si alguno de los espacios
o la accion parcial esté claro por contexto).

La tarea que tenemos es asociarle a cada terna (A, G, a) una C*-algebra. Si la accion es global,
lo que se hace es definir en las funciones continuas de soporte compacto de G en A, C.(G, A), un

11



producto y una involucion (en general estas operaciones no dan lugar al algebra que se busca,
pero se usan en su construccién). Si el grupo es discreto la involucion es f*(t) = a;(f(t71)*).
Parece natural reemplazar C.(G, A) por

C(G, A) = {f € C.(G,A): f(t) € A, Vte G}

No es trivial el probar que C¢(G, A) contiene funciones no nulas. Sin embargo, es posible
demostrar que esto es asi si cambiamos un poco la perspectiva. Recordemos que un fibrado
B = (B, m, X) consta de dos espacios topologicos de Hausdorff By X y de un mapa sobreyectivo,
abierto y continuo m : B — X. A X se le llama espacio de base, y dado x € X, llamamos a
B, := 7~ 1({z}) la fibra sobre . Una seccién continua es una funcién continua f : X — B, tal
que 7o f =idx. Diremos que el fibrado tiene suficientes secciones continuas si para cada b € B
existe una seccion continua f : X — B, tal que f(m(b)) = b (en este caso decimos que f pasa por
b).

A partir de un C*—sistema dinamico parcial (A, G, «) construimos un fibrado B, = (B, 7, G),
donde

B:={(a,t) e AxG: ac€ A}, yn:B—G|(a,t)—t,

por supuesto que B tiene la topologia relativa a A x G.

Claramente, m es sobreyectiva y continua; veamos que es abierta: sean U C Ay V C G
abiertos no vacios. Si t € 71(BN (U x V)), existe a € Ay NU. Como {A;}iec es una familia
continua, {s € G : A;NU # 0} NV es un entorno de ¢ contenido en 7(B N (U x V)). Hemos
probado que B, es un fibrado.

Observar que si f : G — B es una seccion continua, entonces f(t) = (a(t),t), a(t) € A, Vit €
G, donde ademas a : G — A es continua. Esto nos da una correspondencia biyectiva entre las
secciones continuas de B, y C*(G, A) :=={f € C(G,A) : f(t) € Ay, Vt € G}. De ahora en més
no haremos distinciones entre ambos conjuntos.

Decir que B, tiene suficientes secciones continuas es equivalente a decir que, dado (a,t) € B,
existe f € C&(G, A) tal que f(t) = a (por el Lema de Urysohn). Para ver que C$(G, A) no consta
solamente de la funcién nula, alcanzara con probar que B, tiene suficientes secciones continuas.

Definicion 1.1.2. ([6] II 13.4) Un fibrado de Banach es un fibrado (B, 7, X) junto con tres
funciones:

| |:B—=R|aw— |al, +:{(a,0) e BxB: w(a)=n(b)} = B (a,b) = a+b

yCxB—=B|(\a)— Aa;

llamadas norma, suma y producto por escalares, respectivamente, que cumplen las siguientes
propiedades:

1. || || y + son continuas.

12



2. (a+0b) =n(a)V (a,b) | m(a) = 7(b).
3. m(Aa) =m(a) ¥V (A a) € CxB.

4. Lasuma y el producto por escalares dan a B, estructura de espacio vectorial, para cualquier
x € X. Ademas, la restriccion de la (funcién) norma a cada fibra es una norma, de manera
que cada fibra con su estructura de espacio vectorial normado es un espacio de Banach.

5. Para cada A € C la funcion B — B | a — Aa es continua.

6. Si para cada xz € X el simbolo 0, denota el elemento nulo de B, entonces, dada una red
{a;}ier en B tal que lim; ||a;|| = 0 y lim; 7(a;) = x, se tiene que lim; a; = 0,.

Claramente, B, es un fibrado de Banach con: (a,t) + (b,t) = (a + b,t), A(a,t) = (Aa,t) y
|(a,t)|| = ||a||. Nuestra discusion sobre si B, tiene suficientes secciones continuas concluye con el

siguiente resultado de A. Douady y L. dal Soglio-Herault, cuya demostracién puede encontrarse
en el Apéndice C de [6].

Teorema 1.1.3. Todo fibrado de Banach, con espacio de base paracompacto o localmente com-
pacto, tiene suficientes secciones continuas.

Definimos el soporte, sop{ f}, de una seccion f como la clausura del conjunto {z € G : f(z) #
0, }. Notese la correspondencia entre C%(G, A) y las secciones continuas de soporte compacto del
fibrado B,,.

Definiciéon 1.1.4. Dados un fibrado de Banach 8 = (B, 7, X) y una seccion f : X — B
definimos:

[ flloo == sup{|[f(@)]| : = € X},
Cb(B) :={f:X — B: f esuna seccion continua y ||f|lcc < oo},
Ce(B) :={f: f:X — B es una seccion continua de soporte compacto.}
Una vez que hemos identificado C¢ (G, A) con C.(B,), queremos olvidarnos de C& (G, A) y

definir el producto cruzado s6lo en términos de B, de manera que para el caso de las acciones
globales obtengamos la definicion usual. En 9B, definimos dos operaciones (definicion de [5]):

By X By — By ((a,t),(b,s)) — (a,t)(b,s) := (a(ay-1(a)b),ts) (1.1)
1B, — By (a,t) = (a,t)* = (ap1(a*),t7 1) '

Las siguientes propiedades son inmediatas: B:Bs C Bis y By = B;-1, para cualesquiera ¢, s €
G. También se cumple que (a,t)*™ = (a,t) para cualesquiera a € A, t € G. Si restringimos * a
Be, entonces B, es una C*-algebra con el producto * y la involucién *. Obsercar que la funcion
A = Be, a — (a,e) es un isomorfismo de C*—Algebras.
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En el caso de las acciones globales, el producto e involucion de C.(G, A) ~ C.(B,) quedan
determinadas (en términos de las operaciones definidas antes):

(f *9)(t) ¢=/Gf(7“)9(7“_1t)du(r) Fr() = A HFE)"

siendo p una medida de Haar invariante a izquierda de G y A su funcién modular.
Las mismas formulas sirven para definir una estructura de *-algebra normada en C.(*8,,). En
realidad, esto puede hacerse en fibrados que cumplen ciertas propiedades que observamos en B,,.

Definiciéon 1.1.5. ([6] VIII 16.2) Un fibrado de Felﬂ B = (B,7,G) es un fibrado de Banach
cuyo espacio de base es un grupo topologico HLC, junto con dos operaciones continuas:

BxB—=B|(a,b)—ab y *:B—B|a—a",
las cuales satisfacen, para a,b,c € B, s,t € G y A,y € C arbitrarios, las propiedades:

(ab)c = a(be), (Aa)(yb) = (A\y)ab, (ab)* = b*a*, (Aa)* = Aa* y a** = a.

» BB, C By y Bf = By,

la*all = [lal® y [labl| < flallllb]l

= a*a > 0 en B, considerando en B, la estructura de C*-algebra inducida por las propiedades
anteriores.

Lema 1.1.6. (Version mds simple del Teorema 3.10 de [5].) Dado un C*—sistema dindmico
parcial (A, G, ), su fibrado de Banach asociado, B, es un fibrado de Fell con las operaciones

1

Demostracion. Verificamos solamente las propiedades que no se deducen inmediatamente de
la definicion de accién parcial continua, por ejemplo la asociatividad del producto. Tomemos
rs,teGyac€ A, be A, c€ Ay, tenemos que:

((a,r)(b,s)) (e, t) = (ozrs [a(rs)_1 (ar(a-1(a)b)) C] ,rst)

(a,7) ((b,s)(c, 1)) = (ar [ap-1(a)as(ag-1(b)c)]  rst)

basta con probar la igualdad ays [e(s)-1 (ar(a,-1(a)b)) c] = oy [a,-1(a)as(ag-1(b)c)] .
En el miembro izquierdo a1 (o (a,-1(a)b)) = ag-1(a,-1(a)b) ya que a,-1(a)b € A1 N

A A continuacion tomamos una unidad aproximada de Ay, {e;}icr y calculamos:

r—lrs:

'Esta definicion es de [6], alli los fibrados de Fell son llamados C*-fibrados algebraicos, traducciéon del inglés
de C*—algebraic bundle.
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Qs [a(rs)_1 (o (ap-1(a)b)) c] = aps [ag-1(a,-1(a)b)c] = h'zm Qs [ag—1 (-1 (a)b)ag—1(e;)c]

= h,{n Qg [as—l (ar—l (a)bafﬁas_l (61)6))]

€AsNA

s(rs)—1

= lim o, [, —1(a)bas(ag-1(e;)c)] = lim oy [a—1(a)as(ag-1(be;)c)]
= ar [o—1(a)as(as-1(b)c)] .
Con respecto a la bilinealidad:

(Aa, 7)) ((b,8)) = (Aa, 1) (7b, 8) = (ar (-1 (Aa)yb), 7s) = (Ayar(e-1(a)b), s)
= M(ar(ap-1(a)b), rs) = Ay((a, 7)(b, 5)).

Ahora veamos que (CL,T‘)** = (av T) y ((av T)(bv 5))* = (b’ s)*(a,r)*:

(a,7)"™ = (ap-1(a®), 771" = (ar(e-1(a*)*), ) = (a,7).

" = (a1 (a”)

((a,1) (b, )" = (@ (@1 (a)b),75)" = (ps)1 (ar(a, 1 (a
—( (
—(

Probemos las propiedades que relacionan la norma con el producto:
1(a, 7) (b, s)[| = l[(ar(a-1(a)b), rs)|| = l[er(c-1(a)b)|| = [z (a)b]l < flallfb]l = [(a, r)][]I(b, s)]]
I(a,7)*(a, 7| = (a1 (ar(@p-1(a))a), )| = lar(a,-1(a®))a] = [la*al| = [lal* = || (a,7)]*.
Por tltimo (a,t)*(a,t) = (qu-1(a*),t ") (a,t) = (a; *(a*a),e) > 0. O

Tal cual lo hicimos para los fibrados asociados a sistemas globales, dado un fibrado de Fell
B, definimos una estructura de x—algebra normada en C.(8). Tomemos una medida de Haar
invariante a izquierda en G, llamada p, y sea A su funcion modular. Si f,g € C.(B) y A € C:
Suma y producto por escalares

(f+X9)(@) = f(t)+ Xg(t) VteQG.

Claramente, f + Ag es una secciéon continua cuyo soporte estd incluido en la unién de los
soportes de f y g.
Producto

(f*g)(t) = /Gf(r)g(rlt)d,u(r) Vted.
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Observar que, para un t € G fijo, la funciéon G — B; dada por t — f(r)g(r~'t) es continua
de soporte compacto, donde la integral es la integral en espacios de Banach. Aun debe probarse
que f * g es continua, ver [6] VIII 5, o la prueba del punto 1. del teorema

Involucién

FE() = AT

La funcion ¢t — f*(f) es una seccién con soporte compacto. Para probar la continuidad
recurrimos a [6] (13.10 IT). En el caso que nos interesa, fibrados asociados a C*-sistemas dinamicos
parciales, esto es facil de demostrar.

Norma

1l = /G 1F(0) ().

El siguiente resultado resume algunas propiedades que se encuentran en [6] VIII 5. En reali-
dad, la mayoria de las propiedades a verificar son inmediatas, y las que no lo son se deducen del

Apéndice [A]

Proposicion 1.1.7. Dado un fibrado de Fell B, C.(B) es una x—dlgebra normada con las
operaciones definidas arriba.

En vista del resultado anterior, tenemos lo siguiente.

Definiciéon 1.1.8. Para el fibrado de Fell B se define £1(B, ) como la x—algebra de Banach
que resulta de completar C.(*B). Por otra parte, se define C*(B) como la C*—completacion
de £1(B, i1). Las completaciones a las que hacemos referencia son las que se encuentran en el

Apéndice

Definicién 1.1.9. Dado un C*-sistema dinamico parcial (A, G, «), se define el producto cruzado
parcial de A por G, que se denota A x,, G, como C*(B,).

En el caso de las acciones globales, esta definicién de producto cruzado coincide con la dada
en [12]. Esto es debido a la identificacion C.(G,A) ~ C.(*B,) y al Corolario 2.46 del texto
mencionado.

Unidades aproximadas

Seria muy importante poder determinar si £1(8, 1) tiene una unidad aproximada, y més
interesante seria saber si podemos encontrarla en C.(8), ya que hemos definido £1 (8, ) como
una completacion de C.(*B).

Definiciéon 1.1.10. Una unidad aprozimada del algebra de Banach B es una red acotada {e; }icr
tal que para todo b € B se cumple que lim; e;b = lim; be; = b.

16



Si tenemos una unidad aproximada {e;}ic; de una x—algebra de Banach, entonces {e }ics
y {efe;i}ier son unidades aproximadas. Por lo tanto, siempre que tengamos una sx—algebra de
Banach con unidad aproximada podemos suponer que esta ultima es autoadjunta y positiva,
vista como elemento de la C*-completacion.

Definiciéon 1.1.11. Una unidad aproximada fuerte del fibrado de Fell B es una red {e;}icr
contenida en B, tal que: (7) |le;|| < 1 para todo i € I, (it) e; > 0 para todo i € I y (iii) si K C B
es un compacto, entonces lim; sup{|la — e;a| : a € K} = lim; sup{||a — ae;|| : a € K} =0.

Notar que toda C*-algebra puede verse como un fibrado de Fell sobre el grupo trivial, y en
ese caso, una unidad aproximada fuerte es simplemente una unidad aproximadaﬂ Todo fibrado
de Fell tiene una unidad aproximada fuerte, esto es la Proposicion 16.3 Cap. VIII de [6], cuya
prueba omitimos.

Proposicion 1.1.12. S5i B es un fibrado de Fell, entonces toda unidad aproximada de B, es una
unidad aproximada fuerte de 5.

Desde nuestro punto de vista interesa el siguiente resultado.

Lema 1.1.13. Si B es un fibrado de Fell, entonces existe una unidad aprozimada de £1(B, 1)
contenida en C.(*B).

La prueba se encuentra en [6], y consiste basicamente en hacer lo mismo que para las acciones
globales. Se toma una unidad aproximada {e;};cr del fibrado contenida en B.. Como el fibrado
tiene suficientes secciones continuas y el espacio de base es HLC, existe una red {g;}ier C Cc(B)
tal que gi(e) = €; y ||gillcoc < 1 para todo ¢ € I. Ahora se considera una base B de entornos
compactos de e € G. Para cada V € B se toma una funcion ¢y € C.(G)T tal que vy |ye = 0,
Yy (t) = (it y fG Yydu(t) = 1V ¢t € G. El resto de la prueba consiste en probar que del
conjunto de las funciones t — 1y (t)g;(t) se puede extraer una unidad aproximada.

1.2. Representaciones

En el caso de las acciones globales, sabemos que podemos pensar C.(8,) (o C.(G, A)) como
una subélgebra densa de A x GG, debido a que en ese caso tenemos formas de obtener representa-
ciones fieles de C,(G, A) a partir de representaciones fieles de A (ver [12]). Buscamos la misma
propiedad para las acciones parciales. En [6] VIII 16.4 se prueba que las *-representaciones de
£1(B, 1) separan puntos, lo que permite pensar £1(*8, u) C C*(8). Esto ultimo claramente im-
plica que podemos pensar C.(B) C C*(B) (de lo que mas adelante veremos una demostracion
directa).

Estamos buscando una representacion de £1(8, p). De acuerdo a [6] VIII 13.2, esto equivale
a buscar representaciones de 9B, las que definiremos luego de discutir la topologia fuerte en los

2En el sentido de C*-algebras y no como s—4algebra de Banach.
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operadores adjuntables sobre un moédulo de Hilbert. En lo que respecta a médulos de Hilbert
y equivalencia de Morita-Rieffel, usaremos las definiciones y resultados de [9], también puede
usarse [4].

Recordamos que los modulos de Hilbert son médulos sobre C*—algebras. Asi es que, si deci-
mos que X es un B-moddulo de Hilbert, implicitamente decimos que B es una C*—4lgebra.

Definicién 1.2.1. Dado un B-moé6dulo de Hilbert a derecha X, para cada x € X definimos la
seminorma p, : £(X) — R de manera que p,(T") = ||Tz||. La topologia fuerte o SOT (de strong
operator topology) es la topologia vectorial generada por la familia de seminormas {p; },cx-

Definicién 1.2.2. Dado un B-moé6dulo de Hilbert a derecha X, para cada x € X definimos
la seminorma g, : £(X) = R ¢(T) = po(T) + p(T*). La topologia * — SOT es la topologia
vectorial generada por la familia de seminormas {g; }zex-

Lema 1.2.3. Las topologias SOT y x — SOT son localmente convexas. Ademds la * — SOT es
completa.

Demostracion. Claramente son localmente convexas ya que estan generadas por familias de se-
minormas. Veamos que la * — SOT es completa. Sea {T;}; una red de Cauchy en £(X’) con la
topologia * — SOT'. Esto implica que para cada z € X las redes {T;z}; y {I;x}; son de Cauchy.
Como X es completo existen T'x := lim; T;x y Sz := lim; Tz para cada x € X. La igualdad
(Tz,y) = (x,Sy) V x,y € X se deduce de la continuidad del producto interno. Esto prueba que
T € £(X) y que T* = S, a partir de lo cual es facil ver que T es el * — SOT limite de {T;};c;. O

Definiciéon 1.2.4. Una representacion del fibrado de Fell 6 en el B—moddulo de Hilbert (a
derecha) X'p es una funcion 7' : B — £(Xg) tal que:

» La restriccién de T' a cada fibra es lineal.
» T(ab) =T(a)T(b) ¥V a,b € B.

» T(a*)=T(b)*VacB.

= T es continua en la topologia SOT.

Toda representacion T' cumple que ||T'(a)|| < ||a|| para todo a € B. En efecto, la restricciéon
de T a B, es una representacion de B, y por lo tanto es contractiva; luego, dado a € B:

IT(@)|* = IT(a*a)]| < la*al = fall*.

La condicién de que T sea continua en la topologia SOT es equivalente a pedir que sea
continua en la topologia x — SOT ya que (1,)*z = Ty+x, siempre que a € B, z € X.

La forma de obtener una representacion de £1(u, B, ) a partir de una de B es “integrando”,
en el sentido de [6] VIII 11.
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Proposicién 1.2.5. Dados un fibrado de Fell B y una representacion T : B — £(Xp), existe
una unica representacion T : £1(B, u) — £(Xp) tal que:

Tra — /GT(f(t))xdu(t) Ve Xy, feC(B)

Demostracion. Aunque este resultado no esta enunciado explicitamente en [6], es similar a varios
que se encuentran allﬂ solamente daremos la idea general.

Si f € Cu(B), es claro que T o f es continua en la topologia x-SOT y tiene soporte compacto.
Por lo tanto integrable (Proposicion por el Lema Definimos 7' 't como la integral
de T o f. La igualdad de la tesis, en este caso, se deduce a partir de que, para todo x € X, la
funcion ev, : £(Xp) = X R — R(x) es -SOT continua. Esa igualdad, a su vez, implica que
||Tf|| < |If1lL, 1o que permite extender T a £1(B, ). A esa extension también la lamamos T
y es la que buscamos en la tesis; verificar que es una representacion se reduce a probar que su
restriccion a C.(B) lo es, lo que se deduce a partir de los Corolarios y

O

Definicion 1.2.6. En las hipotesis de la Proposicion anterior, si ¢ : £1(B, 1) — C*(B) es la
inclusion canonica, la representacion I(T) : C*(B) — £(Xp) sera la tnica tal que I(T) o =T.
A I(T) la llamaremos la forma integrada de T.

En nuestra busqueda de una representacion fiel en C.(B) construiremos un B.-modulo de
Hilbert a derecha X y una representacion de B en X'. Comencemos definiendo una funciéon
(,):C(B) x Cc(B) — Be de manera que:

(fg) = /G £ gt du().

Es inmediato mostrar que { , ) es lineal en la segunda variable y conjugado lineal en la
primera; también es positivo definido, ya que ¢((f, f)) es positivo para todo estado ¢ de Be.

Con el mismo procedimiento se ve que ( , ) da lugar a una norma: si ¢({f, f)) = 0 para todo
estado ¢, eso implica que ¢(f(¢)*f(t)) = 0 para todo t € G y estado ¢; luego f = 0.

La accion de Be a derecha en C.(B) es la multiplicacion punto a punto, es decir que si a € B,
y f € Cu(B): (fa)(t) := f(t)a. Para terminar de ver que ( , ) es un producto interno, que da
a C.(B) estructura de Be-(pre)-modulo de Hilbert a derecha, tomemos a € Be y f,g € C.(*B);
calculemos:

(f, ga) = /G £t (g(t)a)du(t) = /G (F()*g())adu(t) = /G () g(®))dp(t)a = (f. g)a.

En la segunda igualdad usamos que el producto es asociativo y en la tercera que la multiplicacién
por a es una funcién lineal y acotada en B,.

3Ver especialmente la Seccién 11 Cap. VIII
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Llamamos X al B.-modulo de Hilbert que resulta de completar C.(8) con la norma que da
el producto interno con valores en B, (Apéndice . Ahora queremos definir una representacion

A:B — L(X). Tomemos b € B; para f € C.(*B) definimos:
A F(r) :==bf(r(b)"1r) Vred.

Es inmediato ver que A(b)f € C.(*B). Para ver que A(b) es acotado respecto de la norma de
X necesitamos lo siguiente.

Afirmacién 1.2.7. Si B es un fibrado de Fell y a € B, b € Be, entonces ||b||?a*a — a*b*ba es
positivo en Be.

Demostracion. Utilizaremos los siguientes hechos (cuya demostracion puede encontrarse en [7]
1.3.): si C es una C*-dlgebra, c € C' y t > ||c||* entonces ||t — c*c|| < t; por otra parte si ¢* = cy
existe t > ||c|| tal que ||t — ¢*c|| < t, entonces ¢ es positivo.

Volviendo a lo que queremos probar, claramente ¢ = [|b||?a*a — a*b*ba es autoadjunto. Si
t = 2|[b||?||lal|?> > ||c||, basta con probar ||t — ¢|| < t, usando lo expuesto en el parrafo anterior:

It = el < [16[lllllall* = a*all + [bl*llal® — (ba)* (ba)|| < t.

Continuando con la discusiéon previa a la Afirmacion:

IDI2(f. f) = (AD)F, AD) f) = /G DI £ (£)* f(t) — £(£)"0"bf (t)du(t) > 0.

En la primera igualdad hemos usado que p es invariante a izquierda, y en la tltima desigualdad
procedimos de la misma manera que en la prueba de la positividad del producto interno (esta
vez usando la Afirmacion anterior). Por lo tanto A(b) se extiende a un tnico operador de X en
X, que llamamos A(b).

Para probar que A(ab) = A(a)A(b), basta con mostrar que A(ab)f = A(a)A(b)f para cual-
quier f € C.(B). Eso se deduce directamente de la definicién de fibrado de Fell. Que A es lineal
en cada fibra se deduce anélogamente.

Para ver que A(b)* = A(b*), basta con probar que (A(b)f,g) = (f, A(b)g) para cualesquiera
fyg € C.(B). Usando que la medida es invariante a izquierda deducimos que

(A(b) S, 9) = /G(bf(ﬂ(b)lt))*g(t)dﬂ(t) = /Gf(t)*(b*g(ﬂ(b*)1t))du(t) = (£, A(b%)g).
Con lo que memos probado deducimos que ||A(b)|| < ||b]| para todo b € B, ver la Definicion

. Por lo tanto, para probar que A es una representacion, basta con mostrar que la funcién
B — X tal que b — A(b)f es continua, para toda f € C.(*8). Probaremos esto y ademas que
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b+ A(b)f es continua respecto a || ||;. Primero observamos que, dada f € C.(*8) y un abierto
U que contiene al soporte de f y tiene clausura compacta, tenemos que

IF11% < /G\If(t)HQdu(t) < pO)f1%

Por lo tanto || f||x < #(U)Y?||f|lss, de forma analoga probamos que ||f||1 < (U)o

Tomemos una red {b;}; de B que converge a b € B. Sean V un entorno compacto de m(b),
e ip tal que si i > iy entonces 7(b;) € V. Para i > i, el soporte de A(b;)(f) esta contenido en
Vsop{f}. Recurriendo a la desigualdad de arriba, si ¢ > i, concluimos que

1A (f) = AB) fllae < u(Vsop{ S 2 AB:)(F) = ADB) floo-

Basta con probar que lim; [|A(b;)(f) — A(b) f]|co = 0. Esto se hace por absurdo.

Considerando la red a partir de ip, podemos suponer que sop{A(b;)(f)} C Vsop{f}. Si
lim; [|A(b;)(f) — A(b) flloo # O, existirfa un € > 0, una sub-red {b;,}; y una red {¢;}; contenida
en Vsop{f}, tales que ||A(b;,)(f)(t;) — A(b)f(t;)|| > € para todo j. Podemos suponer que {t;};
tiene limite, llamado ¢ (porque Vsop{f} es compacto). En ese caso,

limm || A b ) (£)(t5) — A(0) £ ()] = limm Ibi, £ (7 (bs;)~'¢5) — 0f (w () ~'t5)]| = 0.

Lo que contradice la hipotesis. Esto concluye la prueba de que A es una representacion. Hemos
probado la siguiente Afirmacion.

Afirmaciéon 1.2.8. Para cada b € B se tiene que A(b) € £(X), y A : B — £(X) es una
representacion. Ademds la funcion B — C.(*B) | b — Ay(f) es continua en || |1, para toda

f e C.(B).

Definiciéon 1.2.9. Dado un fibrado de Fell B, la representacion reqular de C*(*8) es la forma
integrada de A. A dicha forma integrada también se la denota A.

Teorema 1.2.10. Teorema 3.1 de ([1]) La representacion A es inyectiva en Co(B). Ademds,
para todas f, g € Cc(B) se cumple la igualdad A(f)g = f*g. Lo anterior permite pensar Cc(B) C
C*(B), con esa convencion tenemos que A(f)g = f x g para todas f,g € C.(B).

Demostracion. Dadas f,g,h € C.(B) tenemos que (K(f)g, h) = (f = g,h), lo que se deduce
recurriendo al Lema[A.1.4]y al Corolario Fijando f y g, como la igualdad vale para toda h
y C¢(B) es denso en X, concluimos que A(f)g = f * g. Supongamos que A(f) = 0. En ese caso,
por el Lema , deducimos que f = 0. Esto prueba que A es inyectiva.

Respecto a la segunda parte, si ¢ : £1(B,u) — C*(°B) es la inclusion candnica, entonces
Aov=A. Como A es inyectiva en Co(B), ¢ es inyectiva en C,(B). Eso da la inclusion C.(B) C
C*(®8). El resto es una consecuencia directa de la definicion de la representacion regular. O
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El teorema anterior nos permite pensar C.(8) C C*(B) como #-subalgebra densa. Esta
afirmacion, para un C*-sistema dindmico parcial (A, G, a), se convierte en que podemos pensar
C.(B,) C A x G, lo que haremos de ahora en maés.

En vista del Teorema anterior, la Proposicion tiene la siguiente consecuencia directa.

Corolario 1.2.11. Dados un fibrado de Fell B = (B, G, m) y una representacion T : B — £(Xp),
existe una unica representacion R : C*(B) — £(Xp) tal que

R(f)z = /G T(f()adu(t) Y f € ColB), @ € Xp.

Madas ain, R = I(T) (la forma integrada de T ).

Definicion 1.2.12. C*—dlgebra reducida y producto cruzado reducido: dado el fibrado de Fell
B se define la C*—dlgebra reducida, que se denota C)(B), como la imagen de la representacion
regular. Mientras que para un C*—sistema dindmico parcial, (A, G, «), se define el producto
cruzado reducido de A por G, que se denota A X, G, como C}(B,).

Como lo hicimos antes, podemos pensar C.(B,) C A X, G como x-subalgebra densa. La
misma observacién vale para el dlgebra reducida de un fibrado de Fell.

Observacion 1.2.13. La representacion regular da un mapa sobreyectivo de C*(8) en C}(B);
por lo tanto C}(*B) es un cociente de C*(*B). Se dice que el fibrado B es promediable si el
mencionado mapa es inyectivo. Un C*-sistema dinamico parcial se dice promediable si su fibrado
de Fell asociado lo es.

Para cerrar esta seccion veremos un resultado que se acerca al reciproco del Corolario [I.2.11]
Por ejemplo, considerando representaciones en espacios de Hilbert es cierto que toda represen-
tacion de C*(B8) es la forma integrada de una representacion de B. Esto se basa en que, en los
espacios de Hilbert, siempre podemos suponer que las representaciones son no degeneradas.

Teorema 1.2.14. Si B es un fibrado de Fell, entonces existe una representacion T : B —
M(C*(®B)) tal que:

1. La forma integrada de T, I(T), es la inclusion de C*(*B) en M(C*(%8)).

2. Dada una representacion no degenerada p : C*(B) — £(Xp), si p : M(C*(B)) — £(XB)
es la representacion inducida por p, entonces p = I1(poT).

Demostracion. La idea es la expuesta en la la Seccion 12 del capitulo VIII de [6]. Dado a € B
definimos dos mapas de C.(B) en si mismo: f — T,f y f — fT,, definidos respectivamente
por T,f(t) = af(m(a)™'t) y fT.(t) = A(n(a)~!)f(tr(a)")a. Ambas funciones son lineales y
acotadas por ||a|| respecto de || ||1. Por lo tanto tienen extensiones tnicas a £1 (B, u); calculos de
rutina muestran que 7, define un multiplicador de £ (B, u).
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De [6] VIII 1.11 sabemos que todo multiplicador de un 4lgebra de Banach con unidad aproxi-
mada es acotado. Por lo tanto si v : £1(8, u) — B(#) es una representacion, considerando una
unidad aproximada {e;}; de £1(B, u), tenemos que:

IATa )l = llv(Talimesf)l| = |[1im v (Tac)p (Al < [ Tellsup fle: [l ()]

Es decir que f — T, f esta acotada respecto de la C*—norma maximal de £1 (8, ). Lo mismo su-
cede para f — fT,,y por la continuidad de ambas funciones tenemos que 7, define un multiplica-
dor de C*(%8), al cual llamamos T,. Tenemos entonces una funcion 7' : B — M (C*(8)) | a — T,
la cual claramente es lineal en cada fibra. Las propiedades T, Ty = Typ v Tox = (Tn)* son faciles
de deducir. Por ejemplo, para la primera basta con probar que ambas funciones coinciden en

C.(%8):
TTo(f)(r) = aTy(f)(n(a)~'r) = abf(m(b)~'m(a)~'r) = (ab) f(m(ab)~'r) = Tup f(r)

Para terminar de ver que T es una representaciéon hay que probar que es SOT continua.
Basta con probar que dada f € C.(*B) se tiene que la funcién a — T,f es continua. Pero
Tof — Thfll < [|[Taf — Tofllh = [[A(a)f — A(b)f|l1. Como el dltimo término de la ecuacion
anterior tiende a 0, si a tiende a b, tenemos que 71" es SOT continua (ver la Afirmacion .

Para ver la afirmacion 1. de la tesis basta con mostrar quesi f, g € C.(28) entonces I(T)(fg) =
f *g. Fijadas f y g como antes, tomamos un compacto K que contiene a sop{ f}sop{g}. Lla-
maremos Ck (B) al conjunto de las secciones continuas de 28 con soporte contenido en K, que
es un espacio de Banach con la norma del supremo || ||x. Denotaremos tx : Cx(B) — C.(*B)
a la inclusion. Observar que F': G — Ck(B) | t — Tyyg es una funciéon continua de soporte
compacto (ver la demostracion de la Afirmacion . Podemos entonces integrar F'. Dado un
t € G, la funcion evy : Cx(2B) — By es continua. Por lo tanto

= evt T r)= r)g(r—t = (f * .
vl /G F(r)du(r)) = /G (F(r)du(r) /G g () = (f * 9)(t)

Hemos probado que fG F(r)du(r) = f = g. Por otra parte, la inclusion ¢k es acotada respecto
de || ||1, y por lo tanto es acotada respecto de la C*—norma maximal de C*(8). Pensando las
siguientes igualdades en C*(*B) tenemos que

frg=ix < /G F(r)du<r>) - /G 1 (F()dia(r) = /G Tyygdu(r) = I(T)(f)g.

En cuanto a la segunda afirmacion, basta con probar que p(f)p(g)z = I(poT)(f)p(g)x para
cualesquiera g, f € C.(B) y « € Xp. Pero

I(poT)(f)p(g)z = /Gp(Tf(t>)p(g)xdu(t) = /Gp(Tf(t)g)wdu(t) =pI(T)(f)g)z = p(f)p(g).

O]
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La propiedad del Teorema anterior es la propiedad universal de C*(8).
Teorema 1.2.15. Dado un fibrado de Fell B, sea A es una C*—dlgebra tal que:

1. Existe una representacion R : B — M(A) = £(A4) de manera que la imagen de su forma
integrada es A.

2. Dada una representacion no degenerada p : C*(B) — £(Xp), existe una representacion
no degenerada L, : A — £(Xg), tal que si L, : M(A) — £(Xp) es la extension de L,
entonces p = I1(L, o R).

Entonces A es isomorfa a C*(58).

Demostracion. Consideremos la inclusion canénica ¢ : C*(8) — M (C*(%8)). Por la propiedad 2.
de la hipotesis existe una representacién no degenerada L : A — M (C*(B)) tal que t = I(Lo R).
Queremos probar que la imagen de L esta contenida en C*(8) y que L es la funcién inversa de
I(R). La extension L : M(A) — M(C*(B)) es * — SOT continua porque L es no degenerada
(usar el teorema de Cohen-Hewitt). Ahora, si f € C.(B), I(R)f es la integral en la topologia
* — SOT de la funciéon t — R(f(t)). Esto nos permite deducir las siguientes igualdades, donde
todas las integrales son en la topologia x — SOT,

LU(R)) =T ( i R(f(t))du(t)> = [ (Lo R O)aute) = 1T ) = o) = 7.

Como los elementos de la forma I(R) f son densos en A y la imagen de L es cerrada, concluimos
que Im(L) C C*(*B). Lo anterior también prueba que Lo I(R) es la identidad en C*(8), porque
C.(8) es denso en C*(B). Por lo tanto I(R) es inyectiva, pero también es sobreyectiva, entonces
es un isomorfismo. Ademés, L = I(R)™!, porque L o I(R) = idc=(s).- O

Los ultimos dos teoremas dan la propiedad universal de C*(B). La cual es analoga a la
propiedad universal del producto cruzado (por acciones globales) enunciada en el Teorema 2.61
de [12], el cual se atribuye a Raeburn.

Una consecuencia inmediata de los teoremas previos es que si T : B — M (C*(8)) es la repre-
sentacion universal y A, : C*(B) — £(X) es la representacion regular, entonces la representacion
regular del fibrado, A : B — £(X), es A, o T. Esto se vuelve claro si escribimos las formulas de
T y A en los elementos de C.(B).

1.2.1. Representaciones covariantes

Manteniendo la analogia con las acciones globales queremos una definicién analoga a la de
par covariante, de manera que a partir de estos pares obtengamos representaciones del producto
cruzado parcial. En general no podemos asegurar que de esta manera se obtienen todas las
representaciones, pero en algin caso esto sera verdad. El primer paso es definir una representacion
parcial de un grupo.
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Definicién 1.2.16. Una funcion U : G — £(Xg) t — Uy, donde X' es un B—moddulo de Hilbert,
es una representacion parcial de un grupo topologico G si:

w U, = Idy.

» U =U;-1 para todo t € G.

s U—1UUg = U-1Uys para todo t, s € G.

s U es SOT continua, es decir que dado x € X, la funcion G — Xp t — Uiz es continua.

Esta definicion implica que U es * — SOT continua y también que U, es una isometria parcial
ya que: U U} Uy = U U1 Uy = U U, = Us.

Observar que toda representacion unitaria del grupo G es también una representaciéon parcial.
Estamos en condiciones de definir un par covariante para las acciones parciales.

Definiciéon 1.2.17. Dado un C*—sistema dinamico parcial (A, G, «), un par covariante parcial
(m,U) consta de una representacion m : A — £(Xp) y una representacion parcial U : G — £(Xp),
de manera que para todo t € Gy a € A;-1 se cumple que:

w(ew(a)) = Upn(a)UF vy UUF(Xp) = m(Ay) X

Observacion 1.2.18. Si v : C — £(Xp) es una representacion de la C*—algebra C, el conjunto
v(C)Xp es el formado por los elementos de la forma v(c)z, con c € C'y x € X. De acuerdo al
Teorema de Cohen-Hewitt v(C)Xp = span{v(c)z | c € C, x € Xp}.

En general, si B = C para el par covariante (w,U) denotaremos H, al espacio de Hilbert
donde representamos A, es decir 7 : A — B(Hx).

En caso que tengamos un sistema global, la condicion U U (Xp) = w(Dy)Xp, YVt € G es
simplemente que 7 sea no degenerada.

Afirmacion 1.2.19. En las condiciones de la definicion anterior, dados t € G y a € A; se
cumple que w(a) = UUn(a)U U = UUfn(a) = m(a)U U .

Demostracion. Observar que como U, es una isometria parcial, la primera igualdad implica las
demas. Ahora:

m(a) = m(owoy-1(a)) = Uim(ap-1(a))Uf = UUp-1m(a)U Ul = UUfn(a)UUY .
O

Recordar que, dada una isometria S € B(H), su espacio inicial y final son respectivamente
S*SH y SS*H. De acuerdo a la Afirmacion anterior, dado a € A, el operador m(a) deja invariante
el espacio final de Uy y es nulo en su ortogonal.
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Afirmacion 1.2.20. Si (A, G, «) es un C*—sistema dindmico parcial y (w,U) es un par cova-
riante, entonces el mapa Try : By — L£(XB) (a,t) — w(a)U; es una representacion.

Demostracion. Claramente Ty es lineal en cada fibra, y también es facil ver que es continua.
Veamos que preserva el producto y la involucion; si (a,t), (b, s) € Ba:

Tro((as£)(b, ) = Trv (g1 (a)b), t) = (a1 (a)b))Uss = m(cn(ev -1 (@)b)) Ul Ui
— (a1 ()) Uil = Uiy (@)U Uil = Uiy (@)B)U
— Ui+ (@))7(0)Us = DU (@) Ui (8)Us = m(@) U (B)Us
(@, ) Tro (b, ).
T ((,8)7) = Tro(ay1 (@), 1) = mwlay1(a*)Uyr = Upm(a) Uil = Up(a)*
— ((a)00)* = Tru(a,t)"

O

En vista del resultado anterior y de [I.2.11], tenemos que cada par covariante da lugar a una
representacion del producto cruzado.

Definicién 1.2.21. Dados un C*—sistema dinamico parcial (A, G, «) y un par covariante (7, U),
definimos m x U como la forma integrada de Ty .

A priori, la correspondencia entre los pares covariantes y las representaciones no degeneradas,
no tiene por qué ser uno a uno. Sabemos que éste es el caso de los productos cruzados por
acciones globales (ver por ejemplo [12]). En esa situacion lo que sucede es que la representacion
del fibrado asociado, T : B, — M (A x G), es una representacion de la forma Ty, donde m =iz
y U = i usando la notacion de [I2] (I Proposicién 2.34.). En general podemos decir que si
la representacién universal del fibrado se escribe como Ty, entonces toda representacién no
degenerada proviene de un par covariante.

1.3. Morfismos

Es de esperar que C*-sistemas dindmicos “equivalentes” den lugar a productos cruzados iso-
morfos. He aqui una nocién de sistemas equivalentes.

Definicion 1.3.1. Un morfismo del C*-sistema dindmico (A, G, «) en el (B, G, 3) es un morfismo
de C*-algebras m : A — B, de manera que para cada t € G se tiene que m(A;) C By y el siguiente
diagrama conmuta:

Atfl L Btfl

atl lﬂt

Ay By
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La composicion de morfismos es la composiciéon de funciones. Se puede ver que 7 es un
isomorfismo si es invertible como funcién y su inversa es un morfismo. Usamos la notacion
(A,G,a)7 (B, G, ) para indicar que m es un morfismo entre los sistemas correspondientes.

Teorema 1.3.2. Dado un morfismo entre C*-sistemas dindmicos parciales (A, G, 04)7(3, G, 5),
existe un unico homomorfismo T : Ax G — B x G tal que T(f) =mo fV f € C.(B). Es mds,
st T es un isomorfismo, entonces T también lo es.

Demostracion. Definamos 7o : B, — Bg mediante mg(a,t) := (7(a),t). Es inmediato que 7 es
continuo, lleva la suma de B, en la de Bg, asi como el producto por escalares, la involuciéon * y
el producto. Ahora definimos 7 : Cc(B4) — Ce(Bg) f + mo f. De acuerdo a las observaciones
anteriores, 7 es un morfismo contractivo de x—algebras que induce un tinico morfismo 7 : AxG —
B % @G, el cual coincide con 7 en C.(B,).

Respecto a la segunda parte, si m es un isomorfismo se prueba que la funcién inversa de 7 es

71, Por lo tanto 7 es un isomorfismo de C*—algebras. 0

1.4. Acciones envolventes y equivalencia de Morita-Rieffel

La forma de obtener un sistema dindmico parcial a partir de uno global es restringiendo a un
abierto. Es decir, consideremos el sistema dinamico global (X, G, ) y un abierto U C X. Para
cada t € G definimos Uy = UNB(U) y oy : U—1 — Uy tal que = +— [Si(x). En esta situacion
(U, G, @) es un sistema dinamico parcial, que llamamos la restriccion de (X, G, §) a U. En general
no todo sistema dindmico parcial se obtiene de esta formalﬂ Pero para los que si se obtienen, si
ademas se pide que la orbita de U por 8 sea X, entonces la terna (X, G, #) es tnica a menos de
isomorfismos.

Definiciéon 1.4.1. Un morfismo entre los sistemas dinamicos parciales (X, G, ) e (Y, G, ) es
una funcion continua f : X — Y, tal que para cada t € G se cumple que f(X;) C Y; y el siguiente
diagrama conmuta:

X, Loy,
[
X, Y.

La composicion de morfismos es la composicién de funciones. Por lo tanto un isomorfismo es un
morfismo biyectivo, tal que su inversa es un morfismo. Observar que la definicién tiene sentido
para cualquier accién parcial continua, no solo de grupos HLC en espacios HLC.

4Porque en nuestra definicion de sistema dinamico (global o parcial, ver requerimos que un grupo HLC
actie en un espacio HLC. Si, en cambio, consideramos solamente acciones parciales continuas de grupos topologicos
en espacios topoldgicos, entonces es cierto que todo sistema parcial se obtiene de restringir uno global (como se
hizo al inicio).
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El siguiente resultado resume que se encuentran en [1J.

Teorema 1.4.2. Sea a una accidn parcial continua de un grupo topologico G en el espacio topo-
logico X, ambos de Hausdorff pero no necesariamente localmente compactos. En esta situacion
existen un espacio topoldgico X€¢, una accion global continua de G en X°€, llamada of, y una
funcion continua tx : X — X°¢ tales que:

1. 1x(X) es un abierto de X¢ cuya orbita es X°©.
2. 1x es un isomorfismo entre o y la restriccion de af a 1x(X).

8. Dada una accion global continua B de G en un espacio topoldgico de Hausdor]ﬂ Y, y un
morfismo f : (X,G,a) — (Y,G, ), existe un tinico morfismo f : (X¢ G,a%) — (Y, G, B)
tal que fouix = f.

4. X¢ es de Hausdorff si y solamente si el grifico de a, Gr(a) := {(t,z,y) € G x X x X :
(t,z) €T, au(x) =y}, es cerrado en G x X x X. Por otra parte, si tanto G como X son
HLC, entonces X¢ es localmente compacto.

Como consecuencia de los tres primeros puntos, la terna (X¢, G,af) es unica a menos de iso-
morfismos.

Observacion 1.4.3. Construccion de X¢ [I]: En G x X se define la relacion de equivalencia
(t,z) ~ (s,y) sii (s7't,2,9) € Gr(a). El espacio X¢ es el cociente G x X/ ~, ysim:G x X —
X | (t,x) — [t, x] es la proyeccion en el cociente, entonces tx : X — X€ es x +— [e, z]. La accion
de G en X° esta dada por t-[s,y] = [ts,y]. Con esta construccion se prueba el teorema anterior.

A la clase de isomorfismo de (X€, G, a®) del teorema se le llama acciéon envolvente de (X, G, «)
y a X ¢ espacio envolvente. Una consecuencia inmediata es que un sistema dinamico parcial tiene
como envolvente un sistema dinamico global si y solamente si el grafico de la accion parcial es
cerrado (en el sentido del punto 4. del teorema anterior). En ese caso diremos que tiene accion
envolvente.

Si nos restringimos a espacios HLC, la nocién de morfismo, a través de la correspondencia
entre espacios topoldgicos y C*-algebras conmutativas, es la definida en[1.3.1

Restringir una accién a un abierto de X corresponde a restringir una accién a un ideal de
Co(X). Si (B, G, ) es un C*-sistema dindmico y A < B, para cada t € G definimos

A= ANB(A4), oA — A | a Bila).

Como antes, llamamos a (A, G, «) la restriccion de (B, G, 3) a A. La condicion de que la érbita
de U sea X corresponde a pedir que [A] := span{f;(A) : ¢t € G} sea denso en B.

5Suponer que es de Hausdorff no es necesario.
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No todo C*-sistema dindmico parcial se obtiene de esta forma, ya que eso implicaria que
todo sistema dinadmico en un espacio HLC tiene como espacio envolvente un espacio HLC (ver
[1]). Esta no es la situacion general, como muestra este ejemplo de [1]: sean X = [1,2], G = Zo,
ap =1tdx y ap = id[1,%)‘ Es facil ver que el grafico de a no es cerrado.

Definiciéon 1.4.4. Un C*-sistema dinamico (A, G, «) tiene accion envolvente si existen un C*-
sistema dinamico global (B, G, ), y un ideal J de B, de manera que la restriccion de (B, G, ) a
J es isomorfo a (A4, G, «), y ademas [J] es denso en B. A la terna (B, G, 3) se le llama envolvente

de (A,G, ).

Proposicion 1.4.5. ([1]) Dos envolventes de un mismo C*-sistema dindmico parcial son nece-
sariamente isomorfas.

Desde el punto de vista de los fibrados, el fibrado asociado al sistema parcial corresponde a
un sub-fibrado del fibrado asociado al sistema envolvente.

Definicién 1.4.6. Un sub-fibrado de un fibrado de Banach (8, X, 7) es un sub-conjunto & C B
tal que £N B, es un sub-espacio de Banach para cada x € X, y ademas (€, X, 7|¢) es un fibrado
de Banach con la estructura obtenida de restringir la de (B, X, 7).

En cambio, si (%8, X, 7) es un fibrado de Fell, decimos que & es un sub-fibrado de Fell si es
un sub-fibrado de Banach y es cerrado por la involucién y el producto de (B, X, ).

Supongamos que (A, G,«) es un C*-sistema dindmico parcial que tiene accion envolvente
(B, G, B). Para determinar A x G, recurriendo a podemos suponer que A< B y que [A] es
denso en B. Observar que B, es un sub-fibrado de Fell de B3. Ademés si £ := A x G C Bg,
entonces £ es un sub-fibrado de Banach.

Afirmacion 1.4.7. En las condiciones anteriores se cumplen las siguientes propiedades:
1. BECE,EE" CB,, EBg CE.
2. Para cada t € G se tiene que EFEE C &, que (Bg) = span{E*E N (Bg)i} y que EFE es
un ideal de (Bg)e.

Demostracion. Las propiedades de 1. son practicamente inmediatas.
Para la primera afirmacion de 2. supongamos que a,b,c € A, t € G. En este caso

(av t)*(bv t)(c, t) = (B (a*b)v e)(c,t) = (@5*1 (a*b)c, t)a
y es claro que f;-1(a*b)c € A. Para la segunda, consideremos t € G fijo, y tomemos a,b € A, r €
G. Los elementos de la forma (a,rt~1)*(b,r) son todos los de E*E N (Bg), pero (a,rt=1)*(b,r) =
(Bir—1(a*b), t). Variando a,b y r en la primera coordenada obtenemos la orbita de A, que genera
un espacio denso de B.

Finalmente, observamos que (a,t)*(b,t) = (8;-1(a*b),e), con lo que concluimos que &;&;
corresponde al ideal ;-1 (A), puesto que todo elemento de A se escribe como un producto de dos
elementos de A (Teorema de Cohen-Hewitt). O
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La afirmacion anterior nos coloca en las hipotesis del siguiente teorema, que no demostrare-
mos completamente. Este resultado es el Teorema 1.1 de [3], con algunas hipotesis adicionales.
Recordar que un ideal derecho £ de un fibrado de Fell B es un sub-fibrado de Banach tal que
EB CE.

Teorema 1.4.8. Sea B = (By)ieg un fibrado de Fell sobre un grupo HLC, A = (At)ieg un
sub-fibrado de Fell y € = (E¢)ieq un ideal derecho de B tal que:

s ACE AECEyYyEE C A
» Para cadat € G se cumple que: Ef EyEy C Ey, que By = span{E*E N B} y que EfEy < Be.
En esa situacion, la completacion de £1(E) en C*(B) es un bimddulo que implementa una

equivalencia de Morita-Rieffel entre C*(A) y C*(B). Ademds, C*(A) es isomorfa a la C*-dlgebra
generada por £1(A) en C*(B), la cual es una C*—subdlgebra hereditaria plena de C*(B).

Antes de la demostraciéon establecemos algunos resultados.

Afirmacion 1.4.9. En las hipotesis de|1.4.8, sea
D:={cici+ - +cCicp: c1,...,cn €E, nELTY
Entonces existe una unidad aproximada fuerte de B contenida en D.

Notacion 1.4.10. Si C es una C*-algebra, C'y es el cono de sus elementos positivos.

Demostracion. Para cada t € G definimos I; := E;E;. La hipotesis implica que ), I; es denso
en B.. Dados b € Be, b > 0 y € > 0, podemos aproximar b2 por un elemento de Iy, +---+ I,
para ciertos t1,...,t, € G. Como consecuencia existe a € (I, + -+ + I, )+ tal que ||b —al| < e.
De acuerdo a la Proposicion 1.5.9 de [7] existen a; € (I;,)+ tales que a = a3 + - -+ + a,. Cada a;

es de la forma (c¢*d)*(c*d) para ciertos ¢,d € Ey,, aqui ¢*d es a2. Pero
(*d)*(c*d) = d*cc*d = ((cc*)2d)*((cc*)2d).

Notar que (cc*)% € EfE;, y por lo tanto (cc*)%d € EfEyE, C E;. Concluimos que para cada
1 existe ¢; = (cc*)%d € Ey, tal que a; = cf¢;. En definitiva existen ¢p,...,¢, € € tales que
lcier + -+ - + ¢cn — || < €. Hemos probado que D es denso en (Be).

Sea {e;}icr la unidad aproximada canoénica de B, (todos los elementos positivos de norma
menor o igual a 1). Definimos J := {(g,7) : 0 < e < 1, i € I}, ordenado segin (¢,i) < (¢/,7)
sii & < ey i <4 De acuerdo a lo visto arriba, para cada j = (e,17) existe un d; € D tal que
|dj —ei]| < €. Puede demostrarse facilmente que {d;};c es una unidad aproximada, en el sentido
de algebras de Banach, incluida en D.

Por otro lado, lim; ||d;|| = 1 pues lim; ||e;|| = 1. Con lo que hemos probado y la Proposicion

1.1.12] concluimos que (mdj) jeJ es una unidad aproximada fuerte de B contenida en D (porque
J

D es un cono). O
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Afirmacion 1.4.11. Sea 3 una base de entornos precompactos simétricos de la identidad de G.
Para cada V € 3 tomamos fy € Ce(G) 4 tal que sop{fv} CV y [, fvdt =1. Dados g € C(B),
r€GyV e B, sedefine gy, (t) :== A(rt™1) fi (r~1t)g(t). Entonces, para cualquier £ € £1(B), se
cumple que limy (gv,r)* * gy, * £ = g(r)*g(r)§ en || [1.

Demostracion. Primero consideramos § € C(B) y calculamos gy, * £. Sit € G tenemos:
g x&(t) = /GA(TS_I)fv(T_IS)g(S)E(S_It)dS = /Gfv(7“_1S)A(TS_I)Q(S)E(S_It)dS‘

Definiendo b(s,t) := A(rs~1)g(s)&(s71t) y acudiendo al Lema 3.2 de [I] tenemos que gy, * &
converge en el limite inductivo (ver [3.1.4)) a la funcién b.(t) = g(r)¢(r~1t). Ahora calculamos
(gV,r)* * bm

(gvir)™ * br(2) :/GA(T)fv(?”_ls_l)g(s_l)*br(S_It)dt:/Gfv(T_IS)A(TS_I)Q(S)*br(St)dt-

Recurriendo al resultado mencionado antes, tenemos que (gy,)* * b, converge en el limite
inductivo (ver a la funcion n(t) = g(r)*b.(rt) = g(r)*g(r)&(t). Ahora observamos que la
familia {gv,, }vep esta uniformemente acotada. Usando esto tltimo y que la convergencia en el
limite inductivo implica la convergencia en || ||1, tenemos que:

0 < lml(gvr)”™ * gvir * € = nlls < Hm[(gve) [l llgvir € = brllx + Um [|(gv,)"br =i} = 0.

Usando que C.(B) es denso en £'(B), que {gv,}ves estd uniformemente acotada, y lo que
acabamos de probar, concluimos la tesis utilizando argumentos de densidad y la desigualdad
triangular.

O]

Proposicion 1.4.12. En las hipdtesis de existe una unidad aprozimada de £'(B), (e;);e,
(no necesariamente acotad de manera que para cada j € J existen gi,...,gn € £L(E) tales

que e; =>.(g)) *gl.

Demostracion. Sea (f;)ier una unidad aproximada fuerte de B, contenida en D (Afirmacion
1.4.9). Para cada & € C.(B) se cumple que lim; f;¢ = £ en la topologia del limite inductivo
(ver 3.1.4)), y por lo tanto también en || [;. Como ademés ||fi]| < 1V i € I, tenemos que
lim; ;¢ = € en £1(B), para toda ¢ € £1(B). Para cada i € I tomamos ¢; 1, ..., ¢, € € tales que
fi = ¢i1¢ia+ o+ ¢, ¢in. Denotamos t; j; := m(ci k). Como & es un fibrado de Banach, para
cada ¢; i, existe g; € C.(€) tal que g; x(ti k) = ¢i k. Sea B una base de entornos como en
para cada (Vi) € 8 x I definimos gv,; := > . ((gik)vit, )" * (Gik)Viti -

5Puede arreglarse para que sea acotada, pero no necesitaremos este hecho.
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Ahora dados &1, ...,&, € £1(B) y € > 0, sabemos que existe i € I tal que max{||&x — filkll1
k=1,...,n} < 5. Ademas, porexiste Vo € B tal que |[gvy,i * § — filkll1 < § para todo k.
En definitiva, max{||&x — gvyi *&kll1 0 K =1,...,n} <e. Si F es la familia de los subconjuntos
finitos de £!(B), definimos J := F x (0, +00) ordenado en forma creciente en F' y decreciente en
(0,400). Tenemos que para j = (U, ¢) existe h; = gy; tal que max{||h; *u —ul1 : ve U} <e.
La unidad aproximada que buscamos es (h;);e.r. O

Comenzamos la parte de la prueba de [[.4.8] que desarrollaremos aqui.

Demostracion. Si observamos la demostracion de [3], notamos que se debe probar que, dado
¢ € £4&), se cumple que & x £* es positivo en C*(A). Probaremos este hecho y luego nos
remitiremos a la prueba mencionada.

Sea (h;)jes una unidad aproximada como la dada en Dada ¢ € £1(€) sabemos que
lim; ||€ % & — &% (€% hj)*|[1 = 0, y por lo tanto basta con probar que & * (£ x h;)* es positivo en
C*(A). Fijemos j € J y supongamos que hj = Y, gi * gr. Tenemos que

Ex(Exhy) = xS (Exgingn) = S Exgin g v & = S (€% g) (€% gb)".
k k k

El dltimo término es positivo en C*(A) porque € x gf € £1(A) para cada k (esto tltimo es
por el Teorema 3.2 de [1J). O

Corolario 1.4.13. Si (A, G, «) es un sistema dindmico parcial con accion envolvente (B, G, 3),
entonces A X G es Morita-Rieffel equivalente a B x G. Mds ain: A x G es isomorfa a una
C*—subdlgebra hereditaria plena de B x G.

Demostracion. Esto es consecuencia de combinar [T.4.7] [1.4.8] y [1.3.2] O
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Capitulo 2

Acciones parciales en fibrados de
C*-algebras

La primera parte de este capitulo resume varias propiedades de las acciones parciales que
serdn necesarias para, posteriormente, demostrar la generalizacién del Teorema Simétrico de
Imprimitividad de Raeburn, que es el objetivo del presente trabajo.

El Teorema de Raeburn trata de acciones en espacios topologicos y en C*—algebras. Lo que
haremos en este capitulo es combinar estas nociones para definir las acciones en fibrados de
(C*-4algebras. De alli pasaremos a las acciones parciales.

2.1. Propiedades de las acciones parciales

El espacio de érbitas

Definicion 2.1.1. Si X es un espacio topoldgico y G es un grupo que actiia parcialmente en
X, definimos el espacio de drbitas X /G como el espacio cociente, con la topologia cociente, que
resulta de considerar en X larelacion x ~ysiidt e G: z € Xy-1, t-x =y.

Lema 2.1.2. En la situacion de la definicion anterior, el mapa cociente w : X — X/G tal
que x — Gz es abierto. Ademds, si X es localmente compacto (todo punto tiene una base de
entornos compactos) entonces X/G también lo es y, dado un compacto T C X/G, existe un
compacto D C X tal que T C GD. Si, adicionalmente, X/G es de Hausdorff, puede encontrarse
D compacto tal que GD =T.

Demostracion. Probar que el mapa cociente es abierto es equivalente a probar que la saturacion
de un abierto es abierta. Si U C X es abierto, su saturaciéon es la unién de los conjuntos de la
forma ¢ - (U N X;-1), con t variando en G. Claramente, cada uno de estos conjuntos es abierto.
Para ver que X/G es localmente compacto procedemos como sigue. Sea W un entorno de
Gz; entonces m~ (W) es un entorno de z, y, como X es localmente compacto, existen un abierto
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V y un compacto C tales que x € V C C C 7 }(W). Aplicando 7 a la secuencia anterior:
Gz € m(V) C w(C) C W. Por la parte anterior, 7(V') es abierto, y como 7 es continua, 7(C) es
compacto.

Para probar la dltima afirmacion tomamos un compacto 7' C X/G. Para cada punto y € T
existe un entorno compacto C;, C X tal que m(Cy) es un entorno de y. Como T es compacto
existen yi,...,y, tales que T C w(Cy,) U---Un(Cy,). Por lo tanto C := Cy, U---UC,, es
un compacto en X tal que 7' C w(C). En el caso en que X/G es Hausdorff, T es cerrado y
D := 7= YT) N C es compacto (es cerrado en un compacto) y ademas m(D) = T. O

FEl siguiente resultado es muy ttil en varias ocasiones, su prueba se encuentra en la seccién
13.2 Cap. II de [6].

Lema 2.1.3. Sean X e Y espacios topologicos yp: X — Y wuna funcion sobreyectiva. Entonces
p es abierta si y solo si dados v € X y una red {y;}; CY tal que y; — p(x), existen una subred
{vi;}; v una red {x;}; € X convergente a x, tales que p(x;) = y;; para todo j.

Corolario 2.1.4. Si G actia parcialmente en el espacio topoldgico X, entonces dada una red en
el espacio de orbitas, {Gx;}i, convergente a Gy, evisten una subred {z;,}; y una red {t;}; C G
tales que x;; € X,—1 ¥V j, y lim;t; - x;; = y.

J

Acciones parciales propias

En general, decimos que una funcién entre espacios topoldgicos es propia si la preimagen de
todo compacto es compacta.

Definicién 2.1.5. La accién parcial de G en X es propia si lo es la funcion
Fi={(t,r) eGxX: zeX;1}—>XxX (t,z)— (z,t x).

Si la accion es global, una condicién suficiente para que sea propia es que el grupo sea
compacto.

Observacion 2.1.6. Si la accién parcial es propia, dados dos compactos C, D C X, se tiene que
{teG: t-(X;-1NC)N D # 0} es compacto. Esto es porque dicho conjunto es la proyeccion
sobre G de la preimagen por la accién parcial del compacto C' x D.

Lema 2.1.7. La accion parcial de G en X (ambos HLC) es propia si y solamente si dada una
red {(ti,zi)}i C T tal que {(zi,t; ;) }i es convergente, existen una subred {(t;;,xi;)}; y (t,z) €T
tales que (t;;,z;;) — (t, ).

Demostracion. Supongamos que la accién parcial es propia, y tomemos una red como la de la
tesis que converge a cierto (z,y). Como X es localmente compacto existen entornos compactos
U,V de x,y respectivamente. El conjunto {(r,z) € I': (z,7-2) € U x V'} es compacto en I y,
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ademas, a partir de cierto indice 7o contiene a la red que consideramos al principio. Para concluir
tomamos una subred convergente (a un punto de I).

Reciprocamente, sea K un compacto de X x X; sabemos que existen compactos C, D C X
tales que K C C x D. Si la preimagen de C' X D es compacta, entonces la de K también lo sera
(porque K es cerrado y por lo tanto su preimagen sera cerrada, e incluida en un compacto). Con
esto concluimos que basta con considerar compactos de la forma C' x D.

Sean C,D C X compactos (no vacios). Tomemos una red {(¢;,x;)}; C W := {(r,z) € I :
(z,7-2) € C x D}. Observar que W es cerrado por ser la preimagen de C' X D por una funciéon
continua (C' x D es compacto en un espacio de Hausdorff). Tenemos que {(¢;,t;-z;)}i CCx D,y
por lo tanto podemos considerar una subred convergente, {(tij s bir Ty )};. Por la hipotesis del lema,
la red {(t;;,z;;)}; tiene una subred convergente, es inmediato que su limite estd en W. Hemos
probado que toda red de W tiene una subred convergente, y por lo tanto W es compacto. ]

Lema 2.1.8. Si la accion parcial de G en X (ambos HLC) es propia, entonces el espacio de
orbitas es HLC.

Demostracion. Como X es localmente compacto, X/G también lo es. En cambio, si el espacio
de orbitas no es de Hausdorff, hay una red en él que converge a dos puntos distintos, digamos
Gr; — Gx y Gx; = Gy con Gz # Gy. Usando (tomando subredes) podemos suponer que
existen redes {s;};,{t;}; C G tales que para todo i: x; € X,-1N Xsi_1 viti-x, =T, 8 T; =Y.

Si z; :=t; - x;, entonces z; € t; - (X,-1 N X 1) = Xy, N X1y sit;1 -z; = 8 - x;. Luego z; —»
ysitfl-zi%y.

Por existen una subred {(;, si_jl, zi;)}; vy (r,2) € T tales que (t;, si_jl, zi;) — (r,2z). Como
X es de Hausdorff tiene que ser z = x e y = lim; sijti_jl - 2i; = 1+ x. En definitiva Gz = Gy, que
es absurdo. O

Resumimos varias propiedades que hemos probado.

Corolario 2.1.9. Si G actia parcialmente en X (ambos HLC) y la accion es propia, entonces
se cumple que:

1. El espacio de orbitas es HLC y el mapa de drbitas x — Gz es abierto.
2. Dado un compacto T C X /G existe un compacto D C X tal que GD =T.

3. Dada una red en el espacio de drbitas, {Gx;};, convergente a Gy, evisten una subred {x;, };
y una red {t;}; C G tales que x;; € X,—1 V j ylim;t; -z, =y.
J

Proposicion 2.1.10. Una accion parcial (de un grupo HLC en un espacio HLC) es propia si y
solamente si tiene accion envolvente propia en un espacio de Hausdorff.
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Demostracion. Primero veamos que si la accion parcial es propia, entonces su grafico es cerrado
y por lo tanto tiene accién envolvente en un espacio de Hausdorff. En efecto, si (¢;, z;, t; - z;) —
(t,z,y) € G x X x X, entonces (z;,t; - ¢;) — (x,y). Por existen una subred {(;;,;,)};
y un (s,2) € I' tales que (t;;,7;;) — (s,2); pero tiene que ser (s,z) = (¢,7) por ser G'y X de
Hausdorff. Ademas, por la continuidad de la accién, y = lim;t;; - x;; = t-x y, por lo tanto,
(t,z,y) esta en el grafico de la accion.

Ahora usemos [2.1.7] para probar que la accidén envolvente es propia, supongamos que X°¢
es el espacio envolvente y G x X¢ — X¢ | (t,z) + t : z es la accién envolvente. Tomemos
dos redes {w;}; € X¢, {t;}; C G tales que (w;,t; : w;) — (w,v) € X x X€ Sabemos que
existen r,s € G tales que t : w,s : v € X. Como X es abierto, si consideramos la red a
partir de cierto ig podemos suponer que {(¢ : wy, stit™l ot w;i)}i € X x X. Pero en ese caso
trwp € XN (E(st) 1) X = Xy,y-1, y por lo tanto stit ™! < ¢ w; = stit™ - (¢ w;), y ademés
t:w; —t:wystt - (t:w) — s:v. Como la acciéon parcial es propia existe una subred
convergente, {sti].tfl}j, esto implica que {t;, }; tiene limite, lo que es suficiente.

Para el reciproco tomamos una red {(¢;,z;)}; C I' tal que (z4,¢; - x;) = (z,y) € X x X, como
ti-x; = t; : x; y la accidén envolvente es propia, existen una subred {tij }j y un t € G tales que
ti; — t. Por continuidad, t : & = lim; ¢;, : ;; =y, luego x € X N t71: X = X,-1. Por lo tanto,
(tij,l’ij) — (t,iL’) erl. ]

Acciones parciales libres

Definicion 2.1.11. La accién parcial de G en X es libre si dados t € Gy ¢ € X tales que
€ X1 yt-x=ux,se tiene que t = e.

Observacion 2.1.12. Si la accién parcial es libre, entonces su accién envolvente también lo es
(aunque no sea en un espacio de Hausdorff), puesto que si G x X¢ — X¢ | (t,z) — t: x es la
accién envolvente y ¢ : @ = x, tomamos s € G tal que s : x € X. Luego (sts™1): (s:2) =s: ,
por lo tanto s : 2 € Xg-1,1 y (sts™1) - (s:x) = s : 2. Como la accién parcial es libre sts™! = e,
luego t = e.
El reciproco de lo anterior es inmediato. Resumimos esto en el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.13. Una accion parcial es libre si y solamente si lo es su accidn envolvente
(incluso en el caso no Hausdorff). Ademds, una accion parcial de un grupo HLC en un espacio

HLC es propia y libre si y solamente si tiene accion envolvente en un espacio de Hausdorff, la
cual es propia y libre.

Adicionalmente tenemos un resultado para acciones globales propias y libres.

Lema 2.1.14. ([12] Lema 3.57) Sean X un espacio topoldgico HLC y H un grupo topoldgico
HLC que actia libre y propiamente en X (por una accion global). Entonces valen las siguientes
afirmaciones:
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a) Dado un compacto C C X, existe una funcion f € Co(X)" tal que [ f(t™ z)dpp(z) =1
Vazel.

b) Dados una funcion f € Co(X)T y un & > 0 existe, una funcion g € C.(X)V tal que
sop(g) C sop(f) y

]f(aa) o) |

g(t™t. x)du(t)' <eVuzxelX.
H

Acciones continuas en oo

Supongamos que tenemos una accion global del grupo G en el espacio X, que no es compacto.
Queremos definir una accién en la compactificaciéon por un punto de X, X, de manera que coincida
con la que ya tenemos en X. Para esto no hay mayores inconvenientes.

Proposicion 2.1.15. Supongamos que G actia en el espacio no compacto X (ambos HLC)
mediante la accion - . Entonces existe una tunica accion continua de G en X, de manera que su
restriccion a X coincide con la accion de G en X.

La prueba de esto sera inmediata a partir de[2.1.17} Si intentamos probar el resultado anterior,
observamos que la propiedad que asegura que podemos extender la acciéon a co, de manera
continua, es la siguiente.

Definicion 2.1.16. La accion parcial -, de G en X, es continua en oo si no existe una red
{(ti,xz;)}; C T convergente en G x X, tal que ¢; - x; — 0o (decimos que una red converge a oo si
dado cualquier compacto existe un indice a partir del cual la red esta fuera de él).

Parece no haber una forma canénica de extender una accién parcial a la compactificacién por
un punto. Lo que nos aseguramos con la condicion de la definicion es que si podemos extender
la accion a oo, entonces la extension seré continua.

Otra forma de ver la definicién es que no se puede “alcanzar’ oo desde compactos, en el
siguiente sentido.

Afirmacion 2.1.17. La accion parcial -, de G en X (ambos HLC), es continua en 0o si y
solamente si dados dos compactos C C X y D C G, se cumple que el conjunto Ac,p := U{t -
(CNXy-1): t e D} tiene clausura compacta.

Demostracion. Veamos el reciproco, supongamos que la accién parcial no es continua en co. En
ese caso existe una red {(¢;,z;)}; C I’ que converge a (t,z) € Gx X y t;-x; — oo. Tomemos C, D
entornos compactos de x y ¢ respectivamente. A partir de cierto ¢g tenemos que t; - x; € Acp,y
por lo tanto Ac,p no es pre-compacto.

Para ver el directo, supongamos que tenemos C, D compactos tales que Fp no es compacto.
Entonces, dado un compacto K C X, se tiene que K¢ N Ac p # 0. Como K¢, es abierto existe
(tg,zx) € TN(D xC) tal que tx -xx € K° Ordenamos los compactos de X de forma creciente:
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K' < K sii K' C K, para obtener una red {(tx,zx)}i. Como {tx}x C Dy {zx}tx C C,
podemos tomar una subred tal que (tg,,7k,) — (t,7); pero, por construccion, tx, - Tx, — 00,
y por lo tanto la accién parcial no es continua en co. ]

Cerramos esta secciéon con dos afirmaciones que permiten verificar si una acciéon parcial es
continua en 0o y/o propia.

Afirmacion 2.1.18. Si G es un grupo que actia parcialmente en el espacio X (ambos HLC),
entonces el dominio de la accion es cerrado si y solamente si la accion es continua en 0O Yy Su
grdfico es cerrado. Ademds, ambas condiciones implican que todos los dominios X; son cerrados.
Por otra parte, si el grupo es discreto, entonces las tres condiciones siguientes son equivalentes:

1. La accidn es continua en oo y su grdfico es cerrado.
2. Todos los dominios X; son abiertos y cerrados.
3. El dominio de la accion parcial es cerrado.

Demostracion. Veamos el directo. Claramente, que el dominio sea cerrado implica que la accion
parcial satisface la definicién de continuidad en oco. Ahora veamos que el grafico de la accion
parcial es cerrado. Si (t;,7;,t; - x;) — (t,2,y) con (t;,7;) € T' V i, entonces (t,z) € T =T y por
continuidad y = lim; ¢; - ¢; =t - x.

Con respecto al reciproco, tomemos una red incluida en I', {(¢;, z;)};, que converge a (t,x) €
G x X. La continuidad en oo asegura que existe una subred, {(t;,, z;;)};, de manera que {¢;,-x;, };
converge a cierto y € X. Entonces {(;;,;;,ti; - ¥i;)}; converge a (t,7,y) y estd contenida en el
grafico de la accion parcial. Como el grafico es cerrado, tiene que ser (t,z) € T.

Para ver que los dominios son cerrados, tomamos = ¢ X, es decir que (t~!,z) ¢ I'. Como I'°
es abierto existe un entorno de x, llamado V, tal que {¢t 7!} x V C T“. Luego x € V C X{ y X¢
es un entorno de todos sus puntos.

En cuanto a la dltima parte, solo hay que probar que 2. implica 3. Veamos que I'“ es abierto.
Para eso basta con observar que si (¢t,z) ¢ T', entonces {t} x (X;-1)¢ es un entorno de (¢,x)
contenido en I'°. O

Corolario 2.1.19. Dada una accion parcial de un grupo HLC en un espacio HLC, son equiva-
lentes:

1. La accion parcial es propia y continua en oo.
2. La accion parcial es propia y su dominio es cerrado.

3. La accion parcial tiene dominio cerrado y accion envolvente propia en un espacio de Haus-

dorff.

Por tltimo, una caracterizacién para grupos compactos.
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Afirmacion 2.1.20. Si G es un grupo compacto que actia parcialmente en X (ambos HLC),
entonces la accion es propia y continua en oo si y solamente si el dominio de la accion es cerrado.

Demostracion. Para probar el directo, recordamos que toda accién parcial continua en co con
grafico cerrado tiene dominio cerrado, y que toda accion propia tiene grafico cerrado.

Con respecto al reciproco, definimos f : I' = X x X tal que (¢t,z) — (z,t-2). SiC C X x X
es un compacto (no vacio) tomamos una red {(¢;, z;) }ier C f~1(C). Como C'y G son compactos,
existe una subred, {(;;,7;;)};, convergente a un (¢,7) € G x X. Por otra parte C es cerrado por
ser compacto y X x X de Hausdorff, por lo tanto f~!(C) es cerrado en I' y por lo tanto cerrado
en G x X. Esto implica que (t;;,7;;) = (¢, ) € f~1(C). Entonces la accién parcial es propia. [

Acciones que conmutan

En lo que sigue trabajaremos con un espacio X (HLC) y con dos acciones parciales en X, una
del grupo H y otra del grupo K (ambos HLC). Adoptaremos la siguiente convencioén para notar
las acciones, los dominios serén 'y := {(t,z) € H x X : = € X1}, anélogamente definimos
I'k. Las acciones seran 'y — X | (t,x) —»t- 2y T'x - X | (s,z) — s: x.

Definicion 2.1.21. Las acciones parciales, de los grupos H y K en X, conmutan si: t - (thfl N
XEy=s5:(XE,nXf)ys:t-x=ts:xparacualesquierat € H, s€ Kyz et ' (XnXE)).

s

Observacion 2.1.22. Los abiertos X/ son invariantes por la accién de K pues s : (X5, N X[T) =
La definicién expresa que cuando podemos actuar por ¢ y luego por s, entonces lo podemos
hacer en el otro sentido y de ambas formas se tiene el mismo resultado.

Proposicion 2.1.23. Sean X un espacio y H, K grupos (todos HLC) que actian parcialmente
en X, con acciones que conmutan, y tales que X/H es de Hausdorff. En ese caso existe una
accion parcial continua de K en X/H, de manera que si s € K entonces (X/H)s = HXE (la
imagen por el mapa cociente de XX ) y s: (Hzx) = H(s : ).

Demostracion. Comencemos por observar que si (X/H)s := HXE para cada s € K, entonces
(X/H)4 es abierto pues la proyeccién en el cociente es abierta y XX es abierto en X. Ahora
veamos que I'(X/H,K) :={(s,2) € K x X/H : z€ (X/H)s} es abierto en K x X/H. Para eso
consideramos la funcion F': K x X — K x X/H (s,z) — (s, Hz), que claramente es continua.
Ademas lleva abiertos de la base de la topologia producto en abiertos, y por lo tanto es abierta.
Por lo tanto F(I'x) = I'(X/H, K) es abierto.

Para ver que la acciéon parcial es continua consideramos G : I'x — X/H tal que G(s,x) =
H(s : z), claramente es continua. En ' definimos la relacion de equivalencia (s,z) ~ (r,y) sii
r=sy Hx = Hy. Veamos que G es constante en las clases de ~. Supongamos que (s, x) ~ (r,y),
de modo que s = r y existe t € H tal que x GXﬁ1 yt-xz =1y. Perox Et_1~(XfﬂX§f1) =
sh(XEnX2) = siaeXH, riy=s:t-x=t-s:x, yporlotanto H(s:z) = H(r : y).
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Tomando la topologia cociente en '/ ~ tenemos una funcién continua G I/ ~—
X/H dada por: [s,z] — Hs : x. Ahora veamos que I'x/ ~ es homeomorfo a I'(X/H, K).
Sea f : I'x — T'(X/H,K) la restriccion de F. Sabemos que f es sobreyectiva, continua y
ademas abierta; también es constante en las clases de ~ pues (s,x) ~ (r,y) sii s = 1y
Hx = Hy sii f(s,z) = (s,Hz) = (r,Hy) = f(r,y). Por lo tanto tenemos un homeomorfis-
mo f : '/ ~— I'(X/H,K) f([s,z]) = (s,Hz). La accién parcial que queremos definir es
Gof':I'(X/H,K)— X/H (s,Hx) ~ Hs : x, que por lo que hemos visto es continua.

Con lo que hemos probado es inmediato que el mapa (X/H),-1 — (X/H)s | Hx — Hs: x es
un homeomorfismo con inversa (X/H)s — (X/H)s-1 | Hx — Hs™ ! : z. Por otra parte tenemos
que H(XENXK)=HXE N HXE para cualesquiera 7, s € K. En efecto, C es inmediata. Para
ver la otra inclusién nétese que si z = Hx = Hy para v € XX, y € XK entonces = e y estan
en la misma H —o6rbita, y como Xf y Xf( son H—invariantes: x,y € XSK N X,K, que implica lo
que queremos. Esto nos permite probar que:

s:(X/H)yr N(X/H),) =s: (HXE, nHXK) =s: (HXE, nXK) = H(s: (XK, nXF))
= H(XSNX3)=HXS NHXS = (X/H)s 0 (X/H)s.
Finalmente, tomemos s,r € K y veamos que la funcion (X/H),-1N(X/H)-1,-1 — (X/H)sN

(X/H)sy Hx — 7 : (s : (Hx)) coincide con la funcion Hx +— rs: (Hx), pero r: (s: (Hz)) =1
H(s:x)=Hr:(s:x)=H(rs:x)=rs: Hz. O

Accién del grupo producto

Si tenemos dos acciones globales en un espacio X, de los grupos H y K, podemos definir en
X una accién de G := H x K en X mediante (¢,s)z :=t-s: z. Necesitamos la conmutatividad
de las acciones para probar la propiedad (¢, s)((t', s')x) = (tt', ss')z. Esto ocurre también con las
acciones parciales.

Proposicion 2.1.24. Supongamos que X es un espacio topoldgico, tenemos dos grupos topo-
logicos H y K (todos HLC) que actian parcialmente en X y sus acciones conmutan. En esta
situacion existe una accion parcial de G := H x K en X de manera que: Xg 5 =t (Xﬁ1 NXE) =

5 (XSIS1 NXM) y(t,s)z=t-s:x, para cualesquiera x € X(C;S)_l y(t,s) e Hx K.

Demostracion. Probemos que I'g = {(t,s,2) € H x K x X : z €t~ ' (X} N XE )} es abierto
en H x K x X. Definamos dos funciones (continuas):

tn:GxX —->HxX|({t,s,x)— (t,z) y nk :GxX > KxX | (ts,z)— (s,x).

Como las operaciones de grupo son continuas, el conjunto FI_{I ={(s,x) e KxX : x € XSK}
es abierto en K x X. Por otra parte definamos la funciéon (continua)

Fond (Tk) = 7 d TR | (s, 2) = (t,8,5: 2).
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El conjunto D := F~Y (7 M (T ") N (Th)) es un abierto relativo de 7" (T'x), que es abierto
en GG x X, y por lo tanto D es abierto en G x K. Lo que queremos ver es que D = I'g. En efecto:

(t,s,2) €D & (t,s,5:2) €T )N (Ty) & s:xe XENXf eres™ (XEnxH)
& (t,s,x) € Ta

La continuidad de la funcion I'¢ — X tal que (¢, s,z) — t-s : x se deduce inmediatamente de
la continuidad de las acciones de H y K. Finalmente, basta con probar que dados (¢, s), (r, k) € G
yun x € X(C;S) tal que (t,s)z € Xg > entonces (rt,ks)x = (r,k)(t, s)z; en efecto:

(r,k)(t,s)x=r-k:t-s:x=k:r-t-s:x=k:rt-s:x=rt-k:s:x=rt-ks:x=(rt,ks)z.

La primera igualdad es simplemente la definicién, la segunda y la cuarta se deben a la conmu-
tatividad de las acciones parciales. La tercera igualdad es porque la funcién y — rt -y es una
extension de y — r -t - y, y la quinta igualdad se justifica de manera analoga.

O

Lema 2.1.25. Supongamos que H y K son grupos que actian parcialmente en el espacio X
(todos HLC). Si las acciones conmutan, y tienen accion envolvente, y una de ellas es continua
en 0o, entonces la accion parcial del grupo H x K, tal como se define en tiene accion
envolvente en un espacio HLC.

Demostracion. Podemos suponer que la accién de K es continua en oo. Veremos que el grafico de

la accion producto es cerrado. Tomemos una red en dicho grafico {(t;, s, zi, v:) }i, que converge

a(t,s,x,y) € Hx K x X x X. Como consecuencia, z; € X, para todo i. Ademés, la red s; : x;
s.

no puede tender a oo porque s; — s y x; — x. Por lo tant(;, existen una subred, {(s;;,®i;)};, ¥
un compacto en X que contiene a la red {sij D@y };; tomando una subred podemos suponer que
{si; : i, };j converge a cierto z € X. Por lo tanto, {(s;;,;;,si; : T;;)}; es una red en el gréfico
de la accion de K que converge a (s, x, z); como el grafico es cerrado tiene que ser z € X Slil. Por
la continuidad tenemos que s; : x; = s: T = 2.

Por otra parte, {(;,s; : i, t; - S; : ;) }i es una red en el grafico de la accion de H y converge
a (t,z,y); como consecuencia s : x = z € Xﬁl, ey=t-z=t-s:x. Perox=s"1:2¢€s1:
(XfﬂXﬁl):ngs)y(t,s)m:t-s:m:y. O

Corolario 2.1.26. Supongamos que dos grupos HLC actian parcialmente en un espacio HLC,
y que las acciones conmutan, son propias y una de ellas es continua en co. Entonces la accion
parcial del grupo producto tiene accion envolvente en un espacio HLC.

Demostracion. Esto es inmediato a partir del Lema anterior y de O
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2.2. Fibrados de C*-algebras

Supongamos que tenemos una C*-algebra A y un espacio topologico HLC X. Con ellos
podemos formar un fibrado de Banach B =(Ax X, X, 7)donde 7: Ax X — X esta
dada por (a,z) — z. A los fibrados construidos de esta manera los llamaremos fibrados triviales.
Observamos que ademés cada fibra tiene estructura de C*-algebra.

La siguiente definicion se encuentra en [6].

Definicién 2.2.1. Un fibrado de C*-dlgebras es un fibrado de Banach 8 = (B, X, 7) con espacio
de base HLC, junto con dos funciones continuas:

{(a,b) e Bx B:7(a) =n(b)} — B (a,b) — ab, B—B|a—a",

llamadas multiplicacién e involucién respectivamente, de manera que se satisfacen las propieda-
des:

1. m(ab) = w(a) siempre que 7(a) = w(b), a,b € B.

2. w(a*) = 7(a) para todo a € B.

3. Cada fibra es una C*-algebra con la estructura de espacio vectorial que tiene como fibrado
de Banach, con la operacién multiplicacién como producto y la involucién como adjuncion.

Observacion 2.2.2. Cada abierto del espacio de base da lugar a un nuevo fibrado: si U C X es
un abierto (no vacio) consideramos U y By := m~(U) con la topologia relativa. Si my : By — U
es la restriccion de 7, restringiendo las operaciones a cada fibra de By tenemos un fibrado

By = (By,U,mv).

Definicion 2.2.3. Si (B, X,7) y (D,Y, ) son fibrados de C*-algebras, un morfismo (f,g) :
(B,X,7) = (D,Y,¢) consta de dos funciones continuas: f : B — Dy g: X — Y, tales que
¢o f=gomy larestriccion de f a cada fibra es un morfismo de C*-algebras.

Los isomorfismos quedan caracterizados como los morfismos (f, g) de manera que f y g son
biyectivas, y (f~1,g~1) es un morfismo. Dos fibrados son isomorfos si existe un isomorfismo entre
ellos.

Un ejemplo inmediato de morfismo es la inclusion (vy, ¢g,, ), donde vy : U = X y 1, : By —
B son las inclusiones.

Es inmediato que todo fibrado trivial es un fibrado de C*-algebras. Supongamos ademaés que
tenemos un grupo topolégico HLC G y acciones continuas de G en A y en X. A la primera la
llamaremos « y a la segunda la denotaremos con - . Con ellas podemos construir una accién en
el fibrado trivial:

v:GxB—DB (t,(a,x)) = ((a),t-x).

Claramente esta funcion es continua y lleva fibras en fibras como isomorfismo de C*-algebras.
Ademas tiene la propiedad 7 (v (a,z)) =t - w(a,z), es decir que 7 es “equivariante” para vy -
Podemos olvidarnos de o y considerar solamente v y -
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Definicion 2.2.4. Una accién parcial, «, del grupo topologico HLC G en el fibrado de C*-
algebras B = (B, X, ), consta de dos acciones parciales de G, una en X y otra en B:

'y ={(t,z)eGxX:zeXp}—>X|(tx)—t =z
I'p:={(t,b)eGxB: beB-1} — B (t,b) — ay(b).
De manera que se cumple que:
1. Ambas acciones son continuas (Definicién [0.0.2).
2. Bi=n"1X;,) Vtedq.
3. m(aw(b)) =t -7w(b) V (t,b) € I'p.
4. Six € X;—1 entonces a4 restringido a B, es un morfismo de C*-algebras.

Decimos que la accion es global si lo es la accion en el espacio de base; en tal caso la acciéon en

B es global.

Notacion 2.2.5. En la definicién anterior hemos escrito B; para t € G; esto no es la fibra sobre ¢
sino el dominio de o;-1. Continuamos denotando B, a la fibra sobre z € X; podemos determinar
si se trata de una u otra situacién observando si el subindice es un elemento del grupo o del
espacio de base. Hacemos esto para no cargar excesivamente la notacion.

La pregunta inmediata que surge es qué significa accién envolvente en este caso.

Definiciéon 2.2.6. Sea a una accion parcial de G en el fibrado de C*—algebras 6 = (B, X, 7).
Una accion envolvente de o es una cuaterna (o, B, 13,tx) que consta de: un fibrado de C*-
algebras B¢ = (B¢, X 7¢), una acciéon global de G en B¢ llamada «, y dos funciones vx :
X — X®eupe : B— B tales que (X¢1x) y (B¢ ) son los espacios envolventes de X y B
respectivamente y (t5,tx) es un morfismo.

La definicién implica que (7¢)~!(tx (X)) = 15(B). En efecto, la inclusién O es inmediata a
partir de la definicion. Por otro lado, si y = tx(z), entonces ¢5(B:) es un subespacio de B, que
contiene a un entorno abierto de 0y (porque ¢5(B) es abierto en B°), y por lo tanto t5(B;) = Bj.

En definitiva el fibrado 8 es isomorfo a %fx (x) Y €80 determina de manera tnica las operacio-
nes de fibrado en B, (x). Como ademas la 6rbita de tx(X) es X¢ y la accion de G en las fibras es
por isomorfismos, la estructura de fibrado de C*-algebras de B¢ queda tnicamente determinada
por la de B y la accién.

Consideraciones similares a estas y los resultados encontrados en [I] permiten probar que la
envolvente es tnica a menos de isomorfismos.

Teorema 2.2.7. Sea o una accion parcial de G en el fibrado de C*—dlgebras B = (B, X, ),
tal que la accidon parcial del espacio de base tiene accion envolvente en un espacio de Hausdorff
(equivalentemente, su grifico es cerrado). En ese caso « tiene accion envolvente.
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Demostracion. Primero construimos los espacios envolventes de las dos acciones de G, para luego
equiparlos con la tnica estructura de fibrado de C*-algebras posible (ver las consideraciones
previas al enunciado).

Tomaremos una forma concreta de los espacios y acciones envolventes, la de[I.4.3] Para ver que
B¢ es de Hausdorff necesitamos comprobar que el grafico de la accién en B es cerrado. Tomemos
una red en el grafico convergente a un punto de G x B x B, (t;, b;, o4, (b;)) — (¢,b,¢). En ese caso
w(bi) — w(b) vy ti - m(b;i) = w(aw,(b;)) — mw(c). Por lo tanto (¢;, w(b;),t; - w(b;)) — (¢, m(b), 7(c)).
Como el grafico de la accion en el espacio de base es cerrado, tenemos que 7(b) € X;-1, y por lo
tanto b € 7 1(X,-1) = B,-1. Por continuidad ay(b) = lfm; oy, (b;) = c.

Mantenemos la notacion de [1.4.3] 1x : X — X¢ |z [e,z] e tg : B — B | b+~ [e,b]. Por
otra parte definimos F' : G x B¢ — X€¢ como F(t,b) := [t,m(b)]. Es claro que F' es continua
y sobreyectiva, y también que es constante en las clases. Llamemos 7€ a la funcién que define
F en el cociente B¢, es decir, la tnica tal que m([t,b]) = [t,7(b)]. Claramente es continua y
sobreyectiva. No es inmediato probar que F' es abierta, pero en tltima instancia se reduce a
probar que la saturaciéon de un abierto, en G X X, es abierto; lo que a su vez sigue de que
las operaciones de grupo en G son continuas y la continuidad de la accién parcial en X. Las
igualdades m¢o g = tx omy m€oaf =t 7wVt € G se deducen facilmente a partir de las
férmulas de las funciones.

Nos resta dar a B¢ estructura de fibrado de C*-algebras sobre el espacio de base X¢; como ya
vimos, hay una tinica manera de hacerlo. Mas atn, si podemos definir una suma, norma, involu-
cion, ete, en B¢ de manera que estas se “preserven” por af, tx e tg, entonces automaéaticamente
esas operaciones seran continuas. En efecto, la continuidad se prueba localmente: se traslada todo
a 15(B) con un of (t fijo), luego se lleva a B mediante ¢,;", alli se cambia la operacion deseada
por la correspondiente en B y, finalmente, se aplican ¢t y ;-1 nuevamente. De esta forma se
expresa, localmente, cada operacién de B¢ como una composicion de tp, oz, sus inversas y la
respectiva operacion de B, todas estas continuas.

Quizés la propiedad mas delicada a probar acerca de B¢ es la siguiente: dada una red {z;}; C
B€ tal que {m°(z;)}; converge a cierto [t,x] € Xy ||z — 0, entonces z; — O 4 en B°. Esto no
es dificil de probar si trasladamos todo a B. Sea W un entorno de [t, z] tal que t=1- W C 1x(X),
podemos encontrar un ig a partir del cual z; € (7¢)~1(W), y por lo tanto a¢_, (z;) € ¢3(B). Luego
tomando los términos a partir de i, W(Lgl(ozf_l(zi))) = L}l(ﬂe(af_lzi)) — 13 (Je, z]) = x; por
otro lado HLgl(af_l(zi))H = |lzi]| = 0, y por lo tanto Lgl(ate_l(zi)) — 0,. Luego componiendo
con agip deducimos que z; — Oy 4.

Para que la prueba no sea excesivamente larga, indicamos cémo definir la suma, trabajamos
sin topologia porque, como vimos antes, la continuidad se verifica automéaticamente por otros
medios.

Suma: Sea Z = {(t,b,s,c) € (GXxB)x(GxB) : 7¢([t,b]) = w°([s,c])}. Definimos G : Z — B
de manera que G(t,b,s,c) = [s,a,-1,(b) + ¢]; esto tiene sentido, ya que si 7¢[t,b] = 7¢][s, c] eso
implica que 7(b) € X;-1,y (s~ t)-7(b) = m(c), de lo que se deduce b € B;,-1,, m(ays-1(b)) = 7(c).
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Por otra parte, consideremos la funcion H : Z — D := {(u,v) € B* x B¢ : 7¢(u) = w¢(v)} C
B¢ x B¢ definida por H(t,b,s,c) = ([t,b], s, c]). Claramente es sobreyectiva. En Z definimos la
relacion de equivalencia uHv sii H(u) = H(v). Entonces tenemos una biyeccion H : Z/H — D,
la cual esta dada por H([t,b,s,clg) = ([t,b],[s,]). N

Lo que queremos ver es que la funcién G pasa al cociente Z /H como una funcion G : Z/H —
B¢ la suma en B¢ serd + := Go H ' : D — B¢ [t,b] + [s,c] := [s, ag-1,(b) + c]. Primero veamos
que G(t,b,s,¢) = G(s,c,t,b), decir: [s,az-1,(b) + ¢|] = [t,a;-14(c) + b]. Pero a,—1,(b) € By,
y ¢ € By-1, (porque w(c) = st - w(b)). Ademés ay-14(cg-1,(b) + ¢) = ae(b) + ay-14(c). Con
lo que queda probado. Ahora veamos que si [t/,b'] = [t,b] entonces G(t,b,s,¢) = G(t',V,s,¢).
En efecto G(t,b,s,¢) = [s,a,-14(b) + ], G(t',V,s,¢) = [s,a5-14 (V) + ¢]. Pero ay-14(b') = by
ag-14(b) = ag-14(p-1p (b)) = g1, (V).

Veamos entonces que G es constante en las clases de H. Si H(t,b,s,¢) = H(t',V,s, )
entonces [t,b] = [t/ V], [s,c] = [¢, ¢]. Pero

G(t,b,s,c) = G(t,V,s,¢c) = G(s,c,t', V) =G(s, ', b) =GV, s, ).

Hemos probado que tenemos una funciéon suma + : D — B¢ | [t,b] + [s, ] = [s, ag—1,(b) + ¢].
Observar que

a(b+c)=le,b+c] = [e,ac(b) + c] = [e,b] + [e, c] = t5(b) + t5(c).
a?([tv b] + [57 C]) = [r‘g?as*lt(b) + C] = [7‘8, asflt(b)] + [7'876] = ai([‘s?as*lt(b)]) + O‘i([‘g?c})
= ag([t, b]) + az([t, c]).

En la ultima igualdad hemos usado que si 7¢([t, b]) = 7¢([s, c]), entonces [s, a,—1,(b)] = [t, b].
O

Corolario 2.2.8. Una accion parcial en un fibrado de C*—dlgebras tiene una accion envolvente si
y solamente si la accion en el espacio de base tiene accion envolvente en un espacio de Hausdorff.

Acciones que conmutan en fibrados

Definicion 2.2.9. Dos acciones parciales en un fibrado de C*-algebras conmutan si y solamente
si las correspondientes acciones en el espacio de base y en el espacio total conmutan.

Como lo hicimos para las acciones en espacios HLC, podemos definir una accién del grupo
producto. Debemos observar que esto no es tan facil como aplicar la proposicion 2.1.24] a la acciéon
en el espacio de base y en el espacio de las fibras, ya que este tultimo en general no es localmente
compacto. Sin embargo, lo podemos hacer igual.

Proposicion 2.2.10. Sean B = (B, X, 7) un fibrado de C*-dlgebras con dos acciones parciales
que conmutan, o y B, de los grupos HLC H y K respectivamente. En esta situacion existe una
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accion parcial @ del grupo G := H x K en el fibrado B, de manera que Bg 5 = Q (Bgl N Bf),
X((is) =t - (X2, NXE) y ademds si b € Bg,s)*l} entonces fi ) (b) = Bsay(b). La condicion

andloga se satisface en el espacio de base.

Demostracion. Si tratamos de copiar la demostracion de observamos que solamente de-

bemos probar dos cosas: que Bgs) = Wﬁl(ng)) para todo (t,s) € G = H x K, y que

I'B,G):={(t,s,x) e Hx K xB:be B(Cis)fl} es abierto.

Para probar lo primero observamos que sit € H y V C X, entonces

a(r Y X V) =27 (X V).

G

Una consecuencia de lo anterior es que B(t s
K

)= W‘l(X(C;S)), pues
Bi o =0t (B NBE) = o (n M (X ) N H(XE)) =77 - (X 0 XE))
= W_l(X(Gt:S))

En cuanto a lo segundo, consideramos la funcién continua H x K x B — H x K x X tal que
(t,s,b) — (t,s,m(b)). De acuerdo a lo visto antes la preimagen de I'(X, G) por esta funcion es

I'(B,G), y por 2.1.24| T'(X, G) es abierto. O

2.3. Algebras inducidas por acciones parciales

Supongamos que el grupo HLC actta en el fibrado de C*-algebras B = (B, X, 7) mediante
una accién parcial llamada a.

Definicion 2.3.1. Decimos que una seccion continua f : X — B respeta las a-orbitas si, dados
te Hyxe X2 secumple que ay(f(z)) = f(t - x) (observar que f(z) € BZ,). Es decir que f
es un morfismo de acciones parciales.

Si la seccion continua f respeta las a-Orbitas, entonces la funcion x +— || f(z)|| es continua
y constante en las o6rbitas, y por lo tanto define una funcién continua fr : X/H — R tal que
Hr = [[f(2)]]

Definiciéon 2.3.2. El dlgebra inducida por a en B es
Ind® (B, a) :== {f € C*(B) : f respeta las a — orbitas, y Hz — || f(x)|| € Co(X/H)}.
También definimos
Ind?(B,0) ;== {f € C°(B) : f respeta las a — orbitas, y Hz +— || f(z)| € Co(X/H)}.

Para esta definicion no pedimos que X/H sea Hausdorff, aunque es localmente compacto
porque X lo es.
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Afirmacién 2.3.3. Ind" (B, a) es una C*-subdlgebra de C°(B). Ademds, si a es propia, en-
tonces Ind? (B, a) es denso en Ind™ (3B, ).

Demostracién. La tnica propiedad que no es inmediata de probar es que Ind? (8, ) es cerrado.
Supongamos que la sucesion {f,}, C Ind (B, a) converge a f € C*(B) (uniformemente). Si
z € XH, entonces au(f(x)) = limy, oy (fr(x)) = limy, fu(t - 2) = f(t - 2). Por lo tanto f respeta
las a-orbitas.

Resta ver que fr € Co(X/H). Pero lim,, || frr—(fn)ml = 0, luego fu € Co(X/H) = Co(X/H)
(la clausura es en C®(X/H) con la norma del supremo).

Para la segunda afirmacion tomamos f € Ind”(%8,a) y un € > 0. El espacio de orbitas
X/H es HLC, por lo tanto existe una funcion 1 € C.(X/H) tal que 0 < ¢ < 1, y que vale
1 en el compacto {Hy € X/H : ||f(y)|| = §}. Sea g € Ind (B, ) la funcién definida como
g(x) =yY(Hx)f(z), Vo € X; es facil ver que ||f — g|| <e. O

Definicién 2.3.4. Dado un abierto del espacio de base U C X, se define
Ind™(B,0,U) .= {f € Ind" (B,a) : Hx — ||f(z)| € Co(HU)}.

Afirmacién 2.3.5. Ind(B,a,U) es un ideal de Ind (B,a) y si U,V C X son abiertos satu-
rados, entonces Ind™ (B, o, U) N Ind (B, o, V) = Ind? (B,a,UNV).

Demostracion. De la primera afirmacién, lo que no es inmediato es que Ind (B, a, U) es cerrado,
lo cual es cierto pues la norma en Ind? (B, ) es la norma del supremo.

La segunda afirmacion es consecuencia de que Co(HU) N Co(HV) = Co(HU N HV) =
Co(H(UNV)), por ser U y V saturados. O

Ahora supongamos que tenemos otra acciéon parcial, 8, del grupo HLC K en el fibrado B
y que las acciones conmutan. Lo que queremos hacer es definir una accién parcial de K en

Ind (B, o).

Proposicion 2.3.6. Sean « y B acciones parciales que conmutan de los grupos HLC H vy
K, respectivamente, en el fibrado de C*—dlgebras B = (B, X,m); y supongamos ademds que
la accion de H es propia. Para cada s € K se definen Ind(B,a)s = Ind?(B,a, XX) y
Bs : Ind" (B, )41 — Ind™ (B, a)s de manera que

Bs(f(s7':2)) size XE,

Bulf)(a) = {Ow i,

Entonces si 8 := ({Bs}sex, {Ind? (B, a)s}sck ), se tiene que (Ind” (B, ), K, B) es un C*-
sistema dindmico parcial.
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Demostracién. Primero veamos que {Ind (B, a),}scx es una familia continua. Sea U un abierto
de Ind(B,a). Si s € {r € K: Ind(38,a), NU # 0}, entonces existe f € Ind?(B,a)s N U.
Como U es abierto, existe £ > 0 tal que B(f,e) C U. Como X/H es HLC (por [2.1.9), existe
¢ € C.(HXE)* tal que la funcién Hx — ¢(Hz)||f(x)| dista menos que ¢ de Hx — | f(z)].
Esto implica que la secciéon continua g : X — B tal que = — ¢(Hz)f(x) esta en Ind™ (B, a)s N
B(f,e) C Ind®(B,a),NU.

De acuerdo a, {HXE}, ck es una familia continua, y como sop(¢) es compacto tenemos
un entorno de s, V, tal que si » € V entonces sop(¢) C HXX. Con esto tenemos que g €
Ind" (%8, ), Vr € V. Hemos probado que s € V C {r € K : Ind"(%8,a), NU # 0}.

Ahora veamos que si f € Ind (B, a),-1 entonces Bs(f) € Ind" (B, a)s. Primero veamos que
es una secciéon continua, si * € XX entonces

T(Bs(f)(@) = m(Bs(f(s™ 1)) =s:m(f(s™ ra)) =505 ra =g

en el otro caso es inmediato que w(8s(f)(z)) = .

Ahora veamos que Ss(f) es continua. De acuerdo a la formula de B5(f), usando que la accion
/3 es continua en el fibrado y en el espacio de base, deducimos que B4(f) es continua en XX.

Ahora, si z ¢ XX sabemos que B5(f)(x) = 0, de modo que para probar la continuidad basta
con ver que dada una red {x;}; C XX que converge a z se tiene que Bs(f(s~! : z;)) — 0,. Como
7(Bs(f(s7!:2;))) = x; — x, alcanza con probar que ||Bs(f(s™1 : 2y))|| = || f(s71 : ;)] — 0.

Tomemos & > 0; existe un compacto ' C HXH, tal que {Hz : ||f(z)|| > ¢} C T. Suponga-
mos que no existe iy tal que si i > i entonces H(s™! : x;) ¢ T. En ese caso podemos tomar una
red, {Hs™!: i, }4, contenida en T', y eventualmente pasando a una subred, podemos suponer que
Hs ' xi; — Hz para un z € XSISI. De acuerdo a tal vez pasando a una subred podemos
suponer que existe una red {t;}; C H tal que s Ti; € Xth_fl y tj-s_1 : xj; — z. Como las accio-

J

H K . R |
nes conmutan tenemos que x;; € thl’ tj-ai; € X',y ademas t;-x;;, =s: 8

:tj-xij — S5 z.
Ademas, la accion de H es propjia v (wij,tj - xi;) — (@,8 1 2), asi que tomando una subred
podemos suponer que t; —t, x € Xﬁl, t-x = s:z. Pero como las acciones conmutan, se tiene
que z €t (XA, NXE) =s: (XK, nX[") c XK, lo cual es absurdo. Por lo tanto existe i tal
que si i > g, entonces Hs~ ' : z; ¢ T. En consecuencia ||Bs(f(s™: @) = [|(f(s7!: 2))|| < e.
Para ver que [s(f) respeta las a-6rbitas tomamos t € H, = € Xﬁl. Sit™t.ze Xf, €como
las acciones conmutan: z € XX, s71:2 ¢ thfl ytl.st:ix=s"1:¢t"1. 2 Luego

Bs(N)(t™-a) = Bs(f(s™h i t7h-2)) = Bs(f(tT1 - s7 ) = By(au(f(s7F 2 1))
= ar(Bs(f(s7" 1 2))) = aw(Bs(f) (),
donde la pentltima igualdad es consecuencia de que todos los elementos estan en el dominio
correcto. En el caso en que ™2 ¢ XX B,(f)(t'-z) = 0,-1,,. Por otra parte no puede ser
que z € XX, porque serfa t7! -z € t71 - (X N XE) =5 (XK, nX[,) c XK,y entonces

ar(Bs(f) (7)) = at(0z) = Op.q.
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Para terminar de ver que Bs(f) € Ind™ (B, a), observamos que la funcion Hx — ||Bs(f) ()| =
|l f(s~1 : z)| es la composicion de Hx + || f(z)|| con el homeomorfismo X/H, — X/H 1 tal que
Hxw— s ' Hr = Hs 'o.

Ahora veamos que Bs(Ind? (B, a),—1 NInd" (B, a),) = Ind? (B, a)s N Ind? (B, a)s,. Obser-
vamos que el conjunto Ind? (B, a)s N Ind (B, a), es igual a

{f € C°(B) respeta las a — orbitas y Hx — || f(x)|| € Co((X/H)s N (X/H),)}.

Deducimos lo que queremos recurriendo a para afirmar que (X/H),—1 N (X/H), —
(X/H)sN(X/H)s Hx — Hs : x es un homeomorfismo.

Verificar que 3,3, : Ind" (B, a)s—1 N Ind" (B, a)(y5-1 — Ind™ (B, o), N Ind” (B, a),s coin-
cide con la restriccion de S, se reduce a considerar dos casos: segtin x € XX N XX 0 no. En el
primer caso:

/Brﬁs(f)(l') = Brﬁs(f(s_l crh l‘)) = 6rs(f((rs)_1$)) = 6rs(f)($)
Y el segundo caso, z ¢ XEKNXK

s, entonces 5, 85(f)(x) = 0, = Brs(f)(x). La primera igualdad
es porque: si x ¢ XX entonces 3,8 (f)(x) = B-(Bs(f))(z) = 0, mientras que si z € XX entonces
et ¢ XSK = BrBs(f)(x) = ﬁr(ﬁs(f)(ril : 1)) = B(0,-1,,) = 0p. Para la segunda, f =0
fuera de Xsffl ﬂX(IfS),l, de modo que si x ¢ XX -1 = Brs(f)(x) =0y, ysiz € X(Ifs),l no puede

(rs

ser(rs)~t:z € XsfilﬂX{fS)_l, lo que lleva a B,s(f)(x) = Brs(f((rs)~1 : ) = Brs(0(rs)-1:2) = Oz

Finalmente probemos la continuidad. Tomemos una red {(s;, fi)}; que converge a (s, f) y
ademés f; € Ind”(B,a)-1, f € Ind?(B,a),-1. Fijemos € > 0; como T := {Hz € X/H :
| f(z)]] = €} es un compaclto de (X/H),—1 y X/H es HLC, existe ¢ € C.((X/H)4-1)" tal que
0<9Y<1lyd(z) =1sizeT. Ademés existe un compacto D C Xslfl tal que sop(v)) = HD.
Observar que la funcién g(x) = ¢(Hz)f(x) es un elemento de Ind? (B, a),-1 que cumple que
Ilf — ¢gl| <e. Como D es compacto, existe un entorno compacto de s, W, tal que W x C' C T'k.
Como s; — s, existe ig tal que si 7 > 7o entonces s; € W. Luego g € IndH(‘B,oz)s__1 sii > 1.
Ahora, si ¢ > ig, tenemos que: '

[1Bs: (fi) = Bs (NI < MBs; (fi = 9)ll + 1185, (9) — Bs(g) + 18:(g — £l < 185:(9) — Bs(9)]| + 3.

Por lo tanto, para probar la continuidad basta con probar que ||3s,(g9) — 8s(g)|| — 0 (para
simplificar suponemos que s; € W V i). Comenzamos observando que la imagen de W x D por
la funcion (s, z) — s: x es un compacto al que llamamos C'; achicando W lo suficiente podemos
suponer que C C XX. Si Hx ¢ HC entonces ||Bs,(g)(x) — Bs(g)(x)|| = 0, y si Hx € HC entonces
existe t € H tal que z € X/, y t-2 € C; luego B (9)(®) — Bs()@)I| = llow(Blg)(x) —
Bs(g)(@)]l = [1Bs;(9)(t-x) — Bs(g)(t - z)||. Con esto concluimos que para todo i a partir de cierto
ip se cumple que

185:(9) = Bs(9) || = sup{|Bs;(9)(x) = Bs(9)(@)[| : = € C}.
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Si lim; [|Bs; (9) — Bs(9)]| # 0, entonces existen un € > 0, una subred {s;; }; de {s;}; y una red
{z;}; C C, tales que ||ﬁsij (9)(z;) — Bs(g)(xj)|| = €. Pero se puede suponer que la red {z;}; tiene
una subred convergente a un punto z € C. Por otra parte, como C' C X SK , podemos suponer
que a partir de cierto jo tenemos que x € XX . Luego lim; 5&-]- (9)(z;) = lim; 6%_ (g(si_j1 txj) =

J
Bs(g(s™1 : ), lim; Bs(g)(z5) = Bs(g(s™! : x)). Esto, junto con la continuidad de la funcién || |,
implica que 1im; ||/83ij (9)(z5) — Bs(g)(z;)|| = 0, lo que es absurdo. O
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Capitulo 3

Un teorema de Imprimitividad

El resultado que se probara en este capitulo es

Teorema 3.0.7. Sean « y [ acciones parciales de H y K respectivamente (ambos HLC) en
el fibrado de C*-dlgebras B = (B, X, 7). Si las acciones son libres, propias, conmutan y son
continuas en 0o, entonces los productos cruzados Ind™ (B, ) xg K e Ind® (B8, 3) xq H son
Morita-Rieffel equivalentes.

En [12] se prueba este teorema para acciones globales en un fibrado trivial, aunque no apa-
rece enunciado de ese modo. Lo que hemos hecho, en la seccién es adaptar, a fibrados de
C*—Algebras en general, las construcciones y los resultados alli encontrados. La mayoria de ellos
funcionan sin modificacion alguna, en otros son necesarios algunos (pequenos) cambios.

La demostracion del teorema se hara en dos pasos; primero nos ocupamos del caso de acciones
globales y luego de la situacion general, en la cual usaremos la anterior.

3.1. El caso de acciones globales

Hipo6tesis general 3.1.1. Son las hipétesis del teorema anterior con la condicién adicional de
que ambas acciones son globales, v por lo tanto la continuidad en co puede omitirse pues es
automatica.

En este caso podemos definir v en C*(B), si f € C*(B),t € Hy v € X:

a(f)(p) = au(f (™" - p)).

Es sencillo ver que tenemos una accién o : H — Aut(C®(B)) | t = ay, que no es continua
en general. El algebra Ind™ (8, a) esta formada por los puntos fijos, f, de esta accion, para los
cuales vH — ||f(x)| € Co(X/H).
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Proposicion 3.1.2. Si restringimos la accion o a Co(B) obtenemos un C*-sistema dindmico
(CO(%)’ H, a)'

Demostracion. Lo tnico que hay que ver es la continuidad, como C.(*8) es denso en Cy(B) basta
con probar la continuidad de ¢ — ay(f) para f € C.(B). Para eso usamos un argumento que ya
hemos utilizado. Fijada f € C.(*B), basta con probar la continuidad de ¢ — oy (f) en la identidad
e € H. Sea {t;}; C H una red que converge a e. Si lim; ||f — a4, (f)|| # 0, entonces podemos

encontrar un £ > 0 y una red {z;}; C X tales que a; := ||f(z;) — o, (f)(zs)| > € para todo
i. Luego puede verse que (tomando subredes) se puede suponer que x; tiene limite, lo que nos
llevara a que lim; a; = 0, lo que es absurdo. O

Lema 3.1.3. En las hipotesis las acciones o y B de H y K respectivamente en Cb(‘B),
conmutan. Ademds Ind™ (B, ) es invariante por B, y la restriccion de B a Ind™ (B, ) es una
accion continua.

Demostracion. La conmutatividad es practicamente inmediata a partir de la definicién. Lo demas
se deduce inmediatamente de [2.3.6] O

3.1.1. Construcciones
Subalgebras

Observacion 3.1.4. Topologia del limite inductivo.

Supongamos por un momento que ® = (D,Y, ) es un fibrado de Banach. Dado un compacto
K C Y, el conjunto de las secciones continuas de ® con soporte contenido en K, Cx (D), es
un espacio de Banach con la norma del supremo, y ademas Cx (D) C C.(D) como subespacio
cerrado. Denotamos tx : Cg(®D) — C.(D) a la inclusion. La topologia del limite inductivo en
C:(D) es la mayor topologia vectorial localmente convexa para la cual ¢k es continua para todo
compacto K C Y.

En [6] II se prueba la existencia de tal topologia y la siguiente propiedad universal: para
cada espacio localmente convexo M y mapa lineal F': C.(D) — M, F es continua sii F' ot es
continua para todo compacto K C Y. También se prueba que una base de entornos de 0 esta
compuesta por los conjuntos convexos V' C C.(D) tales que V N Ck (D) es un entorno de 0 en
Ck (D), para todo compacto K C Y.

En general, verificar que una red converge a un punto en la topologia del limite inductivo
es algo complicado, por eso definimos otro tipo de convergencia que es suficiente para nuestros
propositos.

Definicion 3.1.5. Dado un fibrado de Banach © = (D, Y, 7), decimos que la red {f;}; C C.(D)
converge fuertemente en el limite inductivo a f € C.(D) si: lim, || fi — f|| = 0 y ademas existen
un compacto K C Y y un indice iy tal que si i > iy = sop(f;) C K.
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Afirmacion 3.1.6. Si una red converge fuertemente en el limite inductivo, entonces converge a
la misma funcion en el limite inductivo.

Demostracion. Es inmediato a partir de la caracterizacion de los entornos convexos de la Obser-

vacion [3.1.4] O

Proposicion 3.1.7. Si D es un fibrado de Fell, entonces todo subconjunto denso en Ce(D) con la
topologia del limite inductivo es denso en C*(D). En particular, si (A,G,a) es un C*—sistema
dindmico (parcial), todo subconjunto denso en C.(By) con la topologia del limite inductivo es
denso en A o G.

Demostracion. Basta con probar que la topologia inducida por C*(D) esté incluida en la topolo-
gia del limite inductivo, y a su vez, para eso basta con ver que tx : Cx(D) = (Ce(D), || [lc+(2))
es continua para cada compacto K C G. Pero si f € Ck(D) se tiene que || f|c+@) < [[fl1 <

P lloo-

Afirmaciéon 3.1.8. Supongamos que ©® = (D,Y,7) es un fibrado de Banach, que Y es un
espacio HLC y F : Y — C*(®) es una funcion continua. Entonces dadas dos redes {y;}; CY y
{z;}; € X, ambas convergentes, y; — y, x; — x, se cumple que F(y;)(z;) = F(y)(x).

Demostracion. Consecuencia de la Proposicion 13.12 de [6]. O

Definicién 3.1.9. Si Y es un espacio topolégico HLC, definimos Ce.(Y, IndZ (%8, a)) como el
conjunto de las funciones f € C(Y x X, B) tales que:

= 7(f(y,x)) =2V (y,2) €Y x X.
w fly,t-x)=as(f(y,z)) V (y,2) €Y x X, t € H.
= Existen compactos Cy C Y, Ty C X/H tales que f(y,x) =0si (y, Hz) ¢ C x T.

Observacion 3.1.10. La definicion anterior permite equipar Ce.(Y, Ind? (B, a)) con la suma y el
producto por escalares punto a punto, con lo que resulta un espacio vectorial.

Lema 3.1.11. Sea a una accion propia del grupo HLC' H en el fibrado de C*—dlgebras B. Dada
[ € Co(Y, Ind" (B, a)), la funcion y — f(y,-) estd en C.(Y,Ind" (B, a)). De esta manera
Cee(Y, IndH (B, )) es un subespacio de C.(Y,Ind(B,a)), que es denso en la topologia del
limite inductivo.

Demostracion. Claramente la definicion implica que, para cada y € Y, la funcion ¢¢(y) : x —
f(y,z) es un elemento de IndX (B, a).

Llamemos ¢ a la funcion y — f(y, ), y probemos que es continua. Supongamos por absurdo
que no lo es. En ese caso existen: un £ > 0, una red convergente {y;}; C Y |y — Y y
una red {z;}; C X, tales que ||f(yi,zi) — f(y,x;)|| = € V i. Como para cada i no puede ser
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f(yi,zi) = f(y,z;) =0, se tiene que Hx; € T'V i. Por existe un compacto D C X tal que
HD =T,y por lo tanto para cada i existe t; € H tal que t; - x; € D. Ademés

1 f (s ti - i) — fy, ti - @)l = [low, (f (i, wi) — fQy, m)ll = [1f (yi, w3) — f(y, @)l >

Cambiamos la red {x;}; por {t; - z;}; C D vy, tomando una subred convergente si fuera
necesario, podemos suponer que (y;, z;) — (y, z). Pero como f es continua y la funcion || || : B —
R también, tenemos que lim; || f(yi, zi) — f(y,2i)|| = 0, lo que contradice lo que supusimos.

Por otra parte, la inclusion C.(Y, Ind®(B,a)) C C.(Y, Ind" (B, a)) es consecuencia de
que t — f(y,-) es la funcién nula sii f = 0. En cuanto a la densidad, por el Lema 1.87. de
[12] las funciones de la forma y + ¥(y)g, con ¥ € Co(X) y g € Ind2 (B, ), son densas en
C.(Y,Ind" (5B, a)) en la topologia del limite inductivo. Pero y ~ 1)(y)g corresponde a (y,z)

Y(y)g(z). O

En el caso particular que nos interesa:

Lema 3.1.12. En las hipdtesis Cee(K, IndX (9B, @) es una *-subdlgebra densa del producto
cruzado Ind™ (B, a) x K.

Demostracion. Por el lema anterior y basta con ver que Ceo(K, IndH (B, a)) es cerrado por
la adjuncién y la multiplicacion. Sea f € Ceo(K, IndX (5B, a)); si ¢ es la funcion y — f(y, )
entonces 1}(s)(z) = Ag(sTHBs(s(sH*) (@) = A (s7H)Bs(f(s71, 871 1 2)*). Definiendo

fr(s,2) = Ar(sTHBs(f(s™s7h i a)),

y usando que « y 8 conmutan se prueba que f* € Cu.(K, Ind? (B, a)). Ademas es inmediato
que g = (5)°.

Para ver que es cerrado por el producto tomemos f,g € C..(K,Indf(%B,)), definimos
fxg(s,x) =1 *1py(s)(x). Notar que w(f *g(s,x)) = (5 *1y(s)(x)) = = porque 15 *y(s) €
CP(B), y también ay(f * g(s,z)) = f * g(s,t - x) porque s  1hy(s) respeta las a-o6rbitas.

La continuidad de f * g es consecuencia de la Afirmacién tomando F' = 1 * 1,. Resta
ver la tultima propiedad de la definicion [3.1.9 Si f * g(s,x) # 0, entonces ¥y * 1)4(s) # 0 y en

consecuencia s € sop(¢y * 1g) =: Cf.g, que es compacto. Por otra parte
Frg(s,a) = vy = 0y()a) = [ 0B )i (r) @)
= [ 1ol s s (o).
Para obtener la ultima igualdad se usé que la evaluaciéon en x es continua en la topologia de
C®(B), que es respecto a la cual se hace la integral. Concluimos que si f * g(s,z) # 0, debe

existir r € K tal que f(r,z)8,(g(r ts,r=1 : x)) # 0. Entonces Hx € Cf : T =: T}y, donde T},
es el compacto dado en la definicion para g. En conclusion r.q = 1y * 1. O
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De acuerdo al lema anterior pensamos Ind (%8, ) xg K como la completacion de la pre C*-
algebra Ce.(K, Ind? (B, a)) (equipando esta tiltima con la norma de la primera). Las operaciones
estdn dadas por:

frglsz) = /K F(r,2)Br(g(r s, - @)dpure(r)
F*(5,2) = A (s )B(f(s™h 571 2 )

El siguiente resultado nos permite construir funciones de Ce.(Y, Ind (B, a)).

Lema 3.1.13. Si F € C.(Y x X,B) es tal que n(F(y,z)) =,V (y,x) €Y x X, y la accion «
de H en ‘B es propia, entonces la funcion

by, ) = /H s (F) (@) dpara (5),

es un elemento de Ceo(Y, Ind? (B, a)), donde, para un y € Y fijo, la funcion F,: X =B estd
dada por Fy(z) = F(y,x).

Demostracion. Primero observamos que la integral se realiza en la fibra B,. Ademaés, para cada
y € Y la funcion « — F(y,x) es una funcion de C.(B) y por lo tanto s — o, (F),) es continua
(Proposicion . En consecuencia componer esta funcion con la evaluacion en x es continua.
Por otra parte, si sop(F) C C' x D, con C CY, D C X, ambos compactos, entonces el soporte de
s+ as(F(y,-)) () esta incluido en el compacto {s € H : s~ '{x}ND # 0}. Estas consideraciones
prueban que la integral de la tesis esta definida.

Para ver que es continua fijemos (yg,zo) € Y x X. Sean U y V entornos compactos de yg y
x( respectivamente. Definimos la funcion g : U x H — Cy(B) | g(y, s) = as(Fy). El soporte de
dicha funcién es un subconjunto del compacto U x {s € H : s~V N D # (}}. La continuidad de
g se deduce razonando por absurdo.

Con lo que acabamos de ver podemos definir una funcién continua G : U — Cy (98), tal que
y— [ 9(y,s)dpw(s). Como la evaluacion es continua tenemos que G(y)(z) = ¢(y, ). Ahora la
continuidad de ¥ en U x V es consecuencia de Con esto se concluye la demostracion de
que Y es continua.

Veamos las otras propiedades. Por lo que se observé al inicio ¥(y, ) esta definido como una
integral en la fibra B,, y por lo tanto 7(¢(y, z)) = . Por otra parte

byt x) = /H ou(F(y, 5™t - 2))dpura (s) = /H au(F(y, (t7'5)™" - 2))dpura (s)
= [ F ) (s) = o < /| ar<F<y,r—1-w>>duH<s>)

= a(Y(y, ).
Finalmente, si 1(y, z) # 0 entonces existe s € H tal que F(y,s™'-x) # 0; luego (y,s7'-2) €
CxD = (y,Hz) € C x HD, de modo que se puede tomar Cy, :=C'y Ty, = HD. O
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El bimé6dulo de equivalencia

En la demostracién del teorema que nos ocupa trabajaremos con las x-subalgebras densas
Ey = Cec(H, Indf (B, 8)) C Ind™ (B, 8) @ H

Er = Cee(K, Ind? (B, a)) C Ind™ (B, ) x5 K,

mientras que el Fy — Ex pre-bimodulo de equivalencia serd Z := C.(*B8), con las siguientes
operaciones: sean b € Ey, c € Ex, f,g€ Z

bt = [ bt ) An @) ()

foe= /K By (fe(s™, ) Arc(s) bdurc(s).
p (0 (8 2) = A (1)~ / Bu(Fou(g")) (@) dpurc (s).
K

(. 9B (5,2) = Age(s)™} / oo FBal9)) @) dpura (1)

H

Antes de continuar debemos probar que las definiciones son correctas. Basta con hacer esto
para b- fy g,(f,g) ya que las otras dos se razonan en forma analoga.

En cuanto a b- f, observar que para cada t € H la funcion b(t, -)ay(f) tiene soporte contenido
en t - sop(f). Pero a su vez {t: b(t,-) # 0} C C} (aqui Cy es el compacto en la definicion [3.1.9)),
luego todas las funciones b(t,-)ay(f) tienen soporte en W := Cj - sop(f). Por otra parte, si la
funcion G : H — Cw (8), dada por ¢ — b(t, -)at(f)AH(t)%, es continua y de soporte compacto,
tiene sentido definir su integral en Cyy (*8), la cual serd exactamente b - f. La continuidad de G
es consecuencia de y la continuidad de la multiplicacién en C*(8). Por otra parte

sop(G) C Cy.

Observacion 3.1.14. Si vy : Cyw (B) — C.(*B) es la inclusion canodnica, hemos definido b - f :=
o (f y Gdpg). La definicion de b- f puede pensarse como una integral en la topologia del limite
inductivo en el siguiente sentido: sean F' un espacio localmente convexo completoy T : C.(B) —
F lineal (o conjugada lineal) continua en el limite inductivo; en ese caso

T(b- f) =T o /H G(t)dun (1)) = /H T 0 1 (G(t))dpura (1) = / T(b(t, o () Ay (8))dpaze (8).

H

Las igualdades se deducen de y de los resultados del Apéndice [A] De hecho, tomando T'
como la evaluacion en un punto de X se concluye que la definicién no depende de W.
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Con respecto a g, (f, g), por el Lema basta con probar que la funcién G : H x X — B,
definida por (¢,z) — (fa:(g*))(z), es un elemento de C.(H x X,B) tal que 7(G(t,z)) = . Esta
ultima propiedad es inmediata porque fay(g*) es una seccion. En cuanto a la continuidad, la
deducimos de y El soporte de G esté4 incluido en el compacto {t € H : t~!sop(f) N
sop(f) # 0} x sop(f).

El enunciado del teorema es completamente simétrico respecto de H y K; por lo tanto
invirtiendo los roles podemos dar a Z una estructura de Ex — Ep pre-bimoédulo: si b € Ey,c €
Ex, f,ge Z:

Fibim / o (FB(EY, ) A (®) s (t).
H
i fim [ s, )80AR(S) b (s)
9 () = A ()~ / Ba( F0u(9)) (&) dpxc (5).
K

B f,0)(5,2) = Ac(s)~ / ou(£B:(™)) (@) dpn ().

H
El siguiente resultado nos permitira acortar considerablemente la demostracion del teorema,
debido a que la funcion C.(B) — C.(B) | f — f* es continua en la topologia del limite inductivo

(ver la observacion [3.1.4)

Lema 3.1.15. (de simetria) Con la notacion anterior y en las hipdtesis generales se tiene
que:

PP = (b = (f o
EH<f*ag*> = <fvg>EH <f*7g*>EK — E'K<fag>

Demostracion. Basta con probar las dos igualdades de la izquierda (en los otros casos usamos los
mismos argumentos). La inferior se deduce facilmente observando las formulas correspondientes
y recordando que f** = f. En cuanto a la primera, recurriendo a|3.1.14

b fr = / b*(t, Yo (F*) A gy (t) Fdpaga () = / At on (bt ) o () Ay (1) dpugr (1)
H H

:/ ar(fot™Y, ) A () 2dup(t) = </ at(fb(t—l,.)>AH(t)—éduH(t)>
H H
=(b: f)"
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Convergencia de los productos internos

Comenzamos por definir una forma de convergencia para las funciones de Ex (Ef), que es
analoga a la convergencia fuerte en el limite inductivo.

Definiciéon 3.1.16. La red {f;}; C Eg converge a f € Ep fuertemente si existen compactos
C C H,D C X y un ij tales que: 1) si i > i entonces sop(f;) C C x KD y sop(f) C C x KD,
i1) lm; sup{|| fi(t,x) — f(t,z)|| : (t,z) € C x D} =0.

Afirmacion 3.1.17. Si la red {f;}; C Eng converge fuertemente a f € Ep, entonces converge
en la topologia del limite inductivo en C.(H, Ind® (%5, B)).

Demostracion. Veremos que la red converge fuertemente en el limite inductivo . Fijado
t € H la definicion implica que para ¢ > ig: sup{||fi(t,z) — f(t,z)|| : © € D} = || fi(t,-) — f(¢t, )|l
Entonces Sup{”fi(tv ) - f(t7 )H ot e H} - Sup{”.fi(tvx) - f(tvx)H : (tvx) € Cx D}, de
modo que, como {f;}; converge a f fuertemente en Fp, las funciones {t — f;(t,-)}; convergen
uniformemente a t — f(t,-).

Por otra parte, la condicién sobre la existencia de los compactos en la definicién implica que
sop(t — f(t,-)) C Cy, sii>ig, entonces sop(t — fi(t,-)) C C. O

Lema 3.1.18. Dadas dos redes en C.(*B) que convergen fuertemente en el limite inductivo,

fi = [ ygi — g, secumple que g, (fi,9;) — Ex(f.9) v (fi9:)Ex — ([,9)Ex en el limite
inductivo.

Demostracion. Comenzamos observando que dados dos compactos C, D C X tales que sop(f) C
C y sop(g) C D, si g, (f,g)(t,x) # 0, entonces existe s € K tal que s~! : 2 € sop(f) C C'y
t=t.s71 2 €sop(g) C D. Por lo tanto si W := {r € H : v=2C' N D # 0}, el soporte de g, (f,g)
esté incluido en W x (K : C).

Ahora, si (t,z) € W x C, y definimos V := {s € K : s7!DNC # 0}, entonces

s (£ 9) (8, 2) | < sup{Ap(t) ™2 : t € W}/V £ [Igll < Aux (V)L f1Igll,
A

de donde
sup{|| e, (f,9) (¢, 2)[| = (t,2) € W x C} < Apg (V)| fIlllgll-

Podemos tomar un ig tal que sop(f;) C C y sop(g;) C D para todo i > iy. De acuerdo a
las afirmaciones del primer parrafo, observando que W y K : C' no dependen de ¢ ni de f o g,
tenemos que sop (g, (fi,gi)) C Wx K : CV i =iy sop(g,{(fi,gi)) C W x K : C. Por otra parte

escribimos gy, (fi, 9i) = gy (fi — f,9i) + £y (f, 9 — 9) + B4 (f,g9). Luego por lo que acabamos de
ver

lmsup{||g, (fi = f,90) @)l = (t,2) € Wx O} < lm Apr (V)| fi = flllg:ll = 0.
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Con un razonamiento analogo para g, (f, g; — ¢g), deducimos que
lignsup{HEH(fi — f9)(t2)|: (t,z) e W xC}=0.

Para ver la segunda afirmacion usaremos el lema de simetria [3.1.15] Sabemos que f* — f*y
g; — g* fuertemente en el limite inductivo. Intercambiando los roles de H y K y usando lo que

acabamos de probar: (fi, gi) g = B (7, 97) = B (7. 9") = {f.9) B O

Unidades aproximadas

FEl resultado clave para la demostracién del teorema que queremos probar es el siguiente:

Proposicion 3.1.19. Bajo las hipdtesis generales existe una red {pmtmem C Emg que
cumple las siguientes propiedades:

(a) Para todo ¢ € Ex se cumple que limy, py, % ¢ = ¢ fuertemente.

(b) Para toda f € Z se cumple que lim,, py, - f = f fuertemente en el limite inductivo (recordar
que Z = C.(B) visto como mddulo).

(¢c) Para todo m € M existen ny, € ZT y f1,..., fn,, € Z tales que pm = > 0™ gy (fi, fi)
Para probarlo necesitamos varios lemas previos.

Lema 3.1.20. En las hipdtesis generales dados z € Z, un compacto C C H y una unidad
aprozimada de Cy(*B), {e;}i, se cumple que:

Ve>03idp: sii>dp, t€C = |lau(e)z—z]| <e.

Demostracion. La demostracién es por absurdo: si no se cumple la tesis podemos encontrar una
red {t;}; C C, una subred {e;, }; y un & > 0 tales que: ||ay, (e;;)z —2|| > &. Como C' es compacto,
tomando una subred, podemos suponer que t; —t € C. Ahora

le; (e4;)z = 2| < llaw, (i) 2 — au(esy) 2| + [leu(ei;) 2 — 2|

El segundo miembro de la derecha tiende a cero con j porque {ay(e;;)}; es una unidad aproxi-
mada. Para concluir la prueba basta con mostrar que el primer miembro tiende a cero con j.
Definimos w 1= ay-1(2) y 7j := t~t; — e. Luego:

Hatj (eij)z - O‘t<ei]’)ZH = HO‘TJ' (eij)w - ei]’w”

< law (eq) 1w = ar; (W) + [Jw = az; (w)]]-

Todos los términos de la parte inferior derecha tienden a cero por [3.1.2 O
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Lema 3.1.21. En las hipdtesis generales sea {bi}1er una unidad aprozimada de
Ind® (B, B). Si para cada b € Ey se define by - b como la funcion: (t,z) € H x X v+ by(z)c(t, ),
entonces:

a) Para cada z € Z se tiene que bjz — z fuertemente en el limite inductivo.
b) Para cada b € Ep se tiene que by - b — b fuertemente en el limite inductivo.

Demostracion. Prueba de b): observamos que para todo [ se tiene que sop(b; - b) C sop(b), y
por lo tanto basta con probar la convergencia uniforme. Tomemos un compacto C' C H tal que
{te H: b(t, ) # 0} C C. Supongamos que lim; sup{||bjc(t,-) —c(t,-)|| : t € H} # 0. En ese caso
existen un € > 0, una subred {b;, }; y una red {¢;}; C H, tales que ||b;,c(t;,-) —c(ti, -)|| = €. Luego
para cada i se tiene by, c(t;,-) # 0 o c(;,-) # 0, y en ambos casos tenemos ¢; € C. Tomando una
subred podemos suponer que t; — t. Pero

1br;e(ti, <) = et )| < Nowsl[lle(tis ) — et )+ bt -) = et ) + lle(t, ) = et )

Todos los términos del miembro derecho tienden a cero, lo que nos conduce a un absurdo.

Prueba de a): como antes basta con probar la convergencia uniforme. Como la accion de
H es propia y libre, por el Lema existe w € Co(X)" tal que [ w(s™ - 2)dug(s) =
1V 2 € sop(z). Fijemos un compacto C C K tal que {r € K : r~!sop(z) Nsop(w)} C C.
Tomando § € (0, Mﬁ), y usando el lema anterior, concluimos que existe a € Cy(B) tal que
|Bs(a)z — z|| < 9, ¥V s € C. Multiplicando a por una funciéon conveniente de soporte compacto
podemos suponer que a € C.(*B).

Definimos b(z) := [ w(s™! - z)Bs(a)(z)duk(s). Por el lema (Y consta de un solo
punto), b € IndX (B, B). Ademas, si z ¢ sop(z), entonces ||bj(z)z(x) — z(x)|| = 0, y si x € sop(z):

1be(2)2(x) — 2(2)] < /Kw(s1 -x)|[Bs(a)z — zl|dpr(s) < 0.

La desigualdad se deduce de que w(s~t-2)||8s(a)z—z|| < w(s~!-2)8. Concluimos que ||bz—z|| < 4.
Finalmente tomamos Iy tal que si [ > ly entonces ||bjb — b|| < §, y calculamos, si [ > lo:

1oz = 2|l < [lBalllbz = 2]l + [|ed = Bl[[[2]] + [[bz — z[| < (2 +[|2]])d < e.
O

Proposicion 3.1.22. En las hipdtesis supongamos que {b;}icr, es una unidad aproximada
de Ind® (B, ) y que para cada 4—upla (T,U,1,€), que consiste en un compacto T C X/K, un
entorno compacto U de e € H, unl € L y un € > 0, existe una funcion p = pry,.) € En tal
que:

a) p(t,x) =0sit ¢ U.
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b) [rlp(t,x)||dup(t) <4 si Kz eT.
¢) || [ pt x)dup(t) —bi(z)|]| <e si KreT.

En ese caso la red {p(Tvalva)}(T,U,l,a dirigida por T, crecientes y U, e decrecientes, satisface las
condiciones a) y b) de la tesis de|3.1.19,

Demostracion. Para probar que satisface b), es suficiente probar la convergencia fuerte en el
limite inductivo. Fijemos z € Z, un entorno compacto de e € H, Uy, y un € > 0. Como Upsop(z)
es compacto, T} := KUpsop(z) es compacto en X/K. Tomemos un entorno de e € H, Uy, tal
que si t € Uy entonces |lax(2) — z|| < €; esto se puede hacer por Por el lema anterior existe
un Iy tal que si [ > I entonces ||bjz — z|| < e.

Si (T,U,l,€') = (T1,U1,l1,¢€), sea p = prru,e- Dado x € X tal que p- z(z) # 0, existe
t € H tal que p(t,z)ay(2)(x) # 0, en cuyo caso t € Uy y t~1 - x € sop(z). Finalmente sop(p- z) C
Upsop(z). Observar que trivialmente sop(z) C Upsop(z).

Tomemos x € Upsop(z) y calculemos:

Ip-2(0) = =) < [ ot a)eul)) — =)l (0)+
T ( | vt un(v) - bz(ﬂﬂ)) @) + () — 2(2)]

El integrando del primer término del miembro derecho es menor o igual que ||p(t, z)||||c(2) —
z|| < ||lp(t,x)||le (por la hipotesis a)), y por lo tanto dicho término es menor o igual que 4e
(hipotesis b)). Por la hipotesis ¢) el segundo término del miembro derecho es menor o igual
que ||z]le" < ||z]le, y por la construccion el altimo término es menor que €. Hemos probado que
lle-z—z| <e(5+|z]]), con lo que terminamos la prueba de la parte b).

Para probar que la red p(77; ) satisface a) de la tesis de fijemose > 0y b € Ey. Porla
definicion de Ey existen compactos Cy C H y Ty C X/ K tales que b(t,x) = 0si (¢, Kx) ¢ CoxTp.
Dado el entorno compacto de e € H, Uy, se tiene que Ty := Uy - Ty es compacto . Por
[2.1.9 existe un compacto D1 C X tal que KD = T1.

Afirmacion: Dado § > 0 existe un entorno (compacto) Uy de e € H, tal que Uy C Uy, y si
t € Uy, entonces |[a(c(t1r, ) —c(r,)|| <4, Vr € H.

Demostracion. (De la afirmacion.) Si la tesis no se cumple existen una red {¢;}; C Uy convergente
a la identidad, un § > 0 y dos redes {r;}; € H, {2;}; C X, tales que |l (c(t; 'ry,t;  a;)) —
c(ri, x;)|| = 0. Entonces para cada i se tiene que, o bien ¢(r;, z;) #0 = (r;, Kx;) € Cy x Ty, o
bien ati(c(ti_lri,ti_lxi)) #0 = (t;lri,ti_lxi) € Cp x Tp. Ambos casos implican que (r;, Kz;) €
UpCy x T1. Cambiando z; por otro elemento en su 6rbita en caso necesario, podemos suponer que
{z;}; C D1; ademés tomando una subred podemos suponer que r; — 7y 2; — x. En ese caso,
tomando limite en i contradecimos la suposicion |jay, (c(t; 'ri, t; 1 2;)) — e(ry, zi)|| = 6 V i. O
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Sea U; el compacto dado por la afirmacion al considerar § = €. Usando que {r € H : b(r,-) #
0} es pre-compacto, se deduce que existe lgp € L tal que si I > ly, entonces ||bjc(r,-) — c(r,-)|| <
eVre H.

Ahora tomemos (T',U,l,¢") > (T1,Ux,l1,€), y p = peru,,e)- Sip*b(t,x) # 0, entonces existe
s € H tal que p(s,z)as(b(s™t,s71 - 2)) # 0; luego s € U C Uy, s~ € Cy, Ks™' -z € Tp, lo
que implica que Kz € s-Ty C Ty, y t € UpCy =: Cy. Por lo tanto sop(p * b) C C x H Dy, notar
que sop(b) C C1 x HDy y que C1 y Dy no dependen de (T, U, 1, &").

Ahora tomemos (t,z) € C x Dy y calculemos:

lp b, ) = b(t, 2) || < /H lp(r, )|l (b(r¢, ) = e(t, dperr (r)+

+1 /Hp(w)duH(?“) = bi()[[[le(t, )| + [[br(2)b(t, ) — b(t, )|

Para acotar el primer sumando del miembro derecho notamos que el integrando es mayorado
por ||p(r,z)|le; luego por la hipoétesis b) este sumando es menor o igual que 4e. El segundo
sumando estd acotado superiormente por |[c[loog’ < [l¢|looe. Finalmente el tltimo sumando es
menor o igual que €. Con esto probamos que sup{|p * b(t,z) — b(t,x)|| : (t,x) € C1 x D1} <
(54 ||¢||oo ). Esto es suficiente debido a O

Corolario 3.1.23. Si {pm}m es una red en las hipdtesis de la proposicion anterior (m es una

4—upla) entonces la red {pm}m, donde pp,(t,x) = AH(t)_%ﬁm(t, x), también satisface la tesis
del resultado mencionado.

Demostracion. Definiendo f,, := P — pm para todo m, basta con probar que dados z € Z y
b € Ey tenemos que f, -z — 0 fuertemente en el limite inductivo, y que f,, xb — 0 fuertemente.

Respecto a lo primero, dado € > 0 tomemos un entorno compacto de e € H, Uy, tal que si
tely = |1— AH(t)_%| < e. Definimos Ty := KUy - sop(z) y elegimos cualquier Iy € L. Si
m = (T,U,l,&") > (Ty, Uy, lo, €) observamos que si f, - z(x) # 0, entonces existe t € U C Uy tal
que t~1 -z € sop(z), y entonces sop(fm - b) C Uy - sop(z). Ademés si x € Uy - sop(z):

[ frm - 2(2)[| = I/H(l—AH(t)_é)ﬁm(t,:E)at(Z)(ﬂf)du(t)ll
</U|1—AH(1?)5|Hﬁm(t,ﬂf)||HZHduH(t)</U€||ﬁm(t,x)HHZHdu(t)

< A|z[le,

lo cual prueba lo que querfamos.

En cuanto a la otra afirmacién, tomemos b € Eg vy C C H, D C X compactos tales que
sop(b) C C x KD. Para un € > 0 elegimos Uy como en la prueba de la primera afirmacion. Si
m = (T,U,l,¢') es tal que U C Uy, K(Up- D) C Ty €' < e, observamos que si fp, * b(t,z) # 0
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entonces existe r € U tal que 7~ 't € C, r~!-2x € D,y por lo tanto sop(f,, xb) C UgC x K (Uy- D).
Ademas, si (t,x) € UpC x (Up - D):

1~
[ b(E, ) || < /H 1= Apu(r)"2|[|pm(r, @)l cllccdpr (r) < 4f|¢]loo

De esto deducimos que sup{|| fm * b(t,z)|| : (t,x) € UpC x (Uy - D)} < edl|¢||0o- O
Ahora nos ocuparemos de demostrar la proposicién [3.1.19

Demostracion. De acuerdo al corolario anterior basta con construir una red {pp,}m, que cumpla
la condicion ¢ de y que ademés la red {py, }m, donde p,, (¢, z) = AH(t)%pm(t, x), satisfaga
las hipoétesis de la Proposicién |3.1.22

Sea {b;}icr C Ind®(%B,3) una unidad aproximada. Fijemos un compacto 7' C X/K, un
entorno precompacto deec H U,unl € L y un € > 0. Tomemos un namero positivo § <
min{ 5 2} Por existe un compacto D C X tal que KD = T. Tomemos un compacto C que
contiene a D en su interior, vy eC(X)T talque 0 < <1y vl =1.

Por otro lado, como b; > 0, tenemos una tnica raiz cuadrada positiva de b;, a la cual
llamamos a. Sea z := a, es decir z(x) = (x)a(z). Observar que si * € C entonces z(z)? =
a(z)? = by(x). Ademas dado § > 0 existe un entorno, W, de e € H, contenido en U, tal que si
(t,z) e W x C = ||z(x)oy(2)(z) — by(x)|| < §'. En efecto, por existe un W entorno de e,
W C U, tal que si t € W entonces ||zax(2) — 22| < ¢’. Usando la desigualdad triangular es facil
deducir lo que afirmamos. Tomamos el W que corresponde a §' = 4.

Como la accién de H en X es propia y libre, para todo = € D existe un entorno V, de z tal
que {t e H: t-V,NV, #0} CcWyV,CC.Como D es compacto existes x1,...,2, € D
tales que D C V,, U---UV,, . Por el lema de particion de la unidad existen hq, ..., h, € Ce(X)T
tales que sop(h ) C V;;l, Zz Lhi(x) =1sixz € Dy > hi(x) < 1siaxz ¢ D. Definimos
R(x) := Y7 [ h x)dug(s). Usando el lema (con el fibrado trivial X x C) se
prueba que R es contlnua y constante en las K-o6rbitas. Ademas si z € D, R(x) > 0. Como D es
compacto m := mingep R(x) > 0. Luego la funcion S := max{R, %'} es continua y no se anula.

Ahora definamos k; := %, de modo que k; € Co(X), sop(k;) C Vy, ¥
R(z) |=1six € KD,
Ki( x)d
Z/ Jpuse(s) = S(x){glsingD.

Por el lema [2.1.14] para cada i = 1,...,n existe g; € C.(X)* tal que sop(g;) C sop(k;), y

_9
np (C)

o) — i) [ e x)dmt)\ <

Como U;V,, C C,siz e C:
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‘/ / gi(s gi(t™ s ) dpy () dpk (s) — /Kk:i(s_l cx)dug(s)] < % (3.1)
Pero, por la invariancia a izquierda de la medida pg, la desigualdad anterior vale para todo
x € K - C. Por otra parte, si x ¢ K - C, entonces g;(s™' : ) =0 = k;(s™! : 2) para todo s € K
et =1,...,n. Por lo tanto [3.1] vale para todo = € X.
Definimos F : H x X — R tal que F(t,z) := Y1 | gi(z)gi(t ™' - z). Tenemos que F(t,z) =0
si (t,x) ¢ W x C. Usando se deduce que para todo r € X:

(t)dpx (s Z/ z)dyir (s)

<4

En particular si Kz € D:

’/K /H F(t,s™ : a)un(t)dux(s) - 1‘ <4,

de donde se deduce, usando que F' >

o< [ / o (B)durc(5) < 2

Definamos f; := g;z, que es un elemento de Z. Sea ahora p := > | g, (fi, fi). Calculemos:

ZEH fz;fz t x ZAH é/ 65 fzat )duK(S)

=1

n
=2 An(t)”

i=1

— Ap()? /K F(t, 57"+ 2)Ba(z0n(2) () durc(s).

M\»—‘

/ Bulgi(s ™ s a)a(s™ i m)guls ™t a2t 571 1)) daic ()

Luego
plt,z) = /KF(t, 571 2)Bs(zau(2)) (@) dpg ().

Veamos que p verifica la propiedad a) de [3.1.22L Si p(¢,x) # 0, entonces F(t,s~ ! : z) # 0
para algin s € K, y por la construccién tiene que ser t € W C U.
Para la propiedad b) tomamos z € T = KD. Si t € W entonces

185 (zat(2)) (@) = ll2(s 7" s @)au(2(t™ - 571 )|
lz(s7! )zt s i) —b(s i) | +1<6+1<2;

N
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/ et o)\ dpun (1) / / F(t, 57"« )]s (z00(2)) (@) | dpe (3)dpr (1)
//F x)2dp (s)dpm (t) < 4.

Finalmente probemos la propiedad c¢). Si (t,z) € W x KD:
185 (z0(2) = bi) ()| = zae(2)(s™" s 2) = ba(s™' @)l <6

Por lo tanto, dado x € K D, para cualesquiera s € K, t € H se cumple que:

F(t,s7 ' 2)||Bs(zas(2) — by)(z)|| < F(t, s : ).
Recordando que f35(b;) = b; para todo s € K tenemos que:

H/ tw)dun(f) - bl H// 2)Bs (204 (2)) (@) dpxc (8)dpirr (t) — by ()
H// (8,57 2)Bs(z0u( >—bl)(x)duK(s)duH(t)H+

an / Dae(s)dun(©) 1/ 1]

<3 <e.

O]

3.1.2. Demostracion del teorema de imprimitividad para acciones globales.

Operaciones de moédulo

Veamos que con las operaciones que se definieron en la seccion tenemos que Z(= C.(B))

es un Fy — Exg—bimoédulo. Es facil ver que la funcion Fy x Z — Z tal que (b, f) — b- f es lineal
en ambas variables, debido a la linealidad de la integral. Por otro lado, si b,b' € Eg y f € Z,
probemos que (bxb')- f = b-b'- f. Verificamos la igualdad de las funciones en cada punto x € X:

(b - (x) = / (b ) () (F) () Ay (1) Fdpura (1)
/ / (r,2)ag (8 (r 1,7 - 2))djuss (r) A (1)
- / b(r, z) / an (0 (1m0 2o (F(E0 - 2)) A () gt () dp ()
H H
- / b(r, z) / ap (7 )y (- 2)) Ap () Sy () A () dpaga (1)
H H

l\)\b—l

(f(E @) dun(t)

= [ srata ([ 0t o (107 ) Al 0 () Au) dun )
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(b+b) - flz) = /H b(r, @)y (¥ - F(r - 2)) Ag(r) b dus (r)
=b-b- f(x).

Justificacion de las igualdades: La primera es trivial. En la segunda se usé la expresion del
producto * para los elementos de Eg. En la tercera se hicieron varias operaciones, a saber: la
integral respecto de 7 es sobre un compacto y es en la fibra sobre z; el elemento oy (f(t~!-x)) esta
en la fibra indicada, y como la multiplicacion es continua respecto a la topologia con respecto a
la cual se integra, se puede “pasar para adentro” el término a;(f(t~! - z)). Una vez que se tiene
la integral doble se observa que la funcion que se integra respecto de t,r tiene soporte compacto
en H x H (la integral es en la fibra sobre x) y por lo tanto se puede cambiar el orden de la
integracion, y luego justificando como antes se puede “sacar” b(r,z). En la cuarta igualdad se
usa que « actiia en B, y en la quinta que la restriccién de o, a la fibra sobre r~! - z es lineal y
acotada. En la sexta se usa que la medida de Haar de H es invariante a izquierda. Finalmente,
la ultima igualdad es inmediata.

Para ver la misma propiedad para la acciéon de Fx usamos el Lema|3.1.15|y lo que acabamos
de probar, pero con los roles de H, K invertidos.

Frlexd) = (exdy s ) = (&) f) = (5 (& ) = (i ) = (f ).
Ahora probemos que dadas b € Ey, ¢ € Ex,y f € Z, se cample que (b- f)-c=b-(f-¢). Si
r e X:
1) e= [ Bl SOl D Ax(s) F )
/ ’ (/ b(t, e (F) A ()2 dpagr (£)e(s ™, ->) Arc(s) 2 dpe(s)

/ / B, (b(t, Jau()e(s™, ) Axc(s) A ()

NI

dpurr (t)dpux (s)

/ / Bu(b(t, V) (Ba(£)Bslc(s ™1, ) Arc(s)™ 3 A ()} dpurc (s)dpura (t)
= [ bt (B (el ) Ars)Edic(5) S ()bl 1)
= [ e ( [ Butsets0) AK<s>—%duK<s>) Aty dpusr (1)

_/Hb(t Yo (f - €) A (8) by (2)
=b-(f-¢)

Justificacion de las igualdades: las dos primeras igualdades son por definicién, y en la ter-
cera se usa que la multiplicacién en Ind (B, a) es continua y que la accion 8 en Ind (B, a)
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es continua. En la cuarta igualdad hemos usado que, para cada (t,s) € H x H, la funcion
Bs (b(t,-)ar(f)c(s™t,+)) tiene soporte contenido en ¢ - s : sop(f); a su vez la integral puede res-
tringirse a compactos en H y K, y por lo tanto la integral se ve como una integral en Cp(B),
para cierto compacto D C X. Luego se usa el teorema de Fubini. En el resto de las igualdades
se usan propiedades ya mencionadas, ademés de que las funciones de la forma b(t, -) son puntos
fijos de B (lo mismo para c(s,-) y «), y ademas que las acciones de o y f conmutan.

Producto interno y operaciones de médulo

Usando la Proposicion 3.12 de [9], para concluir la prueba basta con demostrar las siguientes
afirmaciones:

a) Z es un Eg-modulo a derecha y Ex-modulo a izquierda con pre-producto interno.

b) Los espacios generados por g, (Z,Z)y (Z,Z)E, son densos con la C* norma en Ey y Ex
respectivamente.

c¢) Las acciones de Fp y Fx son acotadas con respecto a los pre-productos internos. Es decir
que (b- f,b- e <|OIP{f, f)E, en Ind® (B, B) x, H para cualesquiera b € Ey, f € Z.
Lo mismo para el producto interno a derecha.

d) Para cada f,g,h € Z se tiene g, (f,9)-h=f-(9,h)Ex

Demostracion de d).
- / An(t / By Fou(g")) (@) dpurc (s)an(h) (2) At (1) daa (2)
H
- / / Bu(fon(g™) B (0 (h))) (@) dasc (8)dpuzr (t)
HJK
— [ [ Bulraula"8, (@) @) (e o)
KJH
:/ /Bs(f)(x)/ Bs (Oét(g*)ﬁs—l(at(h))(sfl x)) d,uH(t)duK(s)
K H
- [ athis. ( / (g Bomr ())(s™" : x)dm(t)AK(s—l)-%) Axc(s)bdurc(s)
/ Bu(f (5L 5702 @) Arc(s) Edurc ()

/55 (9, h)Eg (s 17‘))(I)AK(5)%dﬂK(S)
[ {9, h) By ().

l\)\»—l
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Justificacion de las igualdades: la primera igualdad es inmediata. En la segunda la integral
respecto de s se realiza en un compacto (porque la acciéon es propia) y se integra en la fibra sobre
x, en cuya topologia la multiplicacion es continua; por lo tanto el término ay(f)(z) puede “pasar
para adentro”. En la tercera igualdad usamos que la integral doble se realiza sobre el compacto
{te H: t71-zesop(h)yx{se€ K: s~ !:2&sop(h)},y por lo tanto puede cambiarse el orden
en que se hace la integral. En la cuarta igualdad se usa que la acciéon de K en Cp(*B) conmuta
con la evaluacion y luego que la multiplicacion es continua para “sacar” el término Ss(f)(z). En
la quinta igualdad usamos que la integral es sobre un compacto y que s es lineal y acotado si lo
restringimos a la fibra sobre s~! : . La sexta igualdad es inmediata a partir de las definiciones
de los productos internos. En la séptima usamos lo mismo que en la cuarta, y la dltima igualdad
es inmediata.

Demostracion de a). Las propiedades que debemos verificar respecto de Z y Ep son:

1. g, (-, -) eslineal en la primera variable.
2. b*EH<fag> = EH<bf7g>

3. EH<fvg>* :EH<gaf>
4. gy (f, f) = 0 como elemento de Ind® (B, 3) x, H.

Las propiedades que se deben verificar respecto de Z y Ex son las analogas a estas, las cuales
se deducen facilmente de las anteriores y el lema de simetria [3.1.15

El primer item es inmediato a partir de la definiciéon y la linealidad de la integral. Veamos el
segundo:

b*EH<f7g>(t7 x) = /Hb(rw%')ar (EH<fvg>(T_1tv rt m)) AH(T)%d,U'H(r)
- [ wra)a, (AH 0% [ Alfar >><r—1-a:>dm<<s>) du(r)
= [ [ aut ) 0 0 (B Pyl ) die () 1)

= aut [ / (r.2)ar (B fa1e(9) (@)D ()3 dyan (1) (s
073 [ [ 8.0 )@ arle) ) (r) o a5

N)

= An(t)h /K 8, ( /H (b(r. -)ar<f>><s—1:zmH(r)%duH(r)) Bu(ae(g*)) (=) dpurc (5)
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Justificacion de las igualdades: las dos primeras son inmediatas. La tercera es consecuencia
de que la integral en K es sobre un compacto y que «; es lineal y acotado entre las fibras. En la
cuarta igualdad vemos que el término superior es una integral doble sobre un compacto (porque
las acciones son propias), y por lo tanto podemos cambiar el orden de integracion; ademas se
usa la definicién de a,.(h) para h € C*(%8), y que la funcién modular es un morfismo de grupos.
En la siguiente igualdad usamos que b(r, x)ay (Bs(fa,-1,(g%))) = Bs(b(r, ). (f))(x)Bs(cu(g*)),
puesto que b(r,-) € Ind®(B,0), y que a, y Bs conmutan. En la sexta igualdad primero “sa-
camos” el término Bs(a(g*))(x) justificando como lo hemos hecho en las ocasiones anteriores;
después usamos que s es lineal y acotado en las fibras. El resto de las igualdades se deducen
inmediatamente de las definiciones.

La propiedad 3. se verifica en una forma similar que las anteriores, incluso es més facil.

5 (£,9)"(t2) = Au () e, (f9) (17 - 2)")

= EH<gﬂf>(t7x)

Para probar la propiedad 4. usaremos la proposicion [3.1.19] Primero cambiamos los roles
de H y K. Tomemos la red {py}m C Ex dada por dicho resultado. Por el lema de simetria
f-rt = (om f*)* — f* = f, donde la convergencia es la fuerte en el limite inductivo. Ademés
P = B (T ) = Do), (f7)*) By - Notemos ¢/ := (f™)*. Ahora volvemos a la
accion de Eg a 1zqulerda y de Ex a derecha. Por sabemos que g, (f, f - pm) = 5 ([, [)

en el limite inductivo y por lo tanto en la C*—norma. Entonces basta con ver que g, (f, f-pm) es
positivo para todo m. Dado un m, usando la parte d. y las propiedades 1. a 3. (que ya probamos):

Nm

o (o f D) ZEH Fo a7 9 ) =D B (f 2 (F 97 - 91

=1

= ZEH<fag;n> >kE‘H<f’g:n>>i<

Claramente el tltimo término es positivo en Ind® (B, B) x, H.
Demostracion de b). Esto es sencillo si tomamos la red {pm}m de la Proposicion (3.1.19
Sabemos que dada b € Ind® (%8, 3) se tiene que p,, * b — b en el limite inductivo, y por lo tanto
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los elementos de la forma p,, * b son densos en la C*—norma. Pero
Nm, Nm
Pmxb = my(fI ) b= my (" b * fI") € span(sy, (Z, Z)).
i=1 i=1

Con esto tenemos que g, (Z, Z) genera un espacio denso en IndX (B, 8) x, H. Invirtiendo
los roles tenemos que g, (Z, Z) = (Z, Z) g, genera un espacio denso en Ind? (B, a) x K (por el
Lema de simetria [3.1.15)).

Demostracion de ¢). Dado un elemento a € M (C®(8)) queremos pensar a como una funcion
que a cada x le asocia un elemento de M (B,). Consideremos la evaluacion ev, : C*(B) — B, C
M (B,); sea evg : M(C*(%8)) — M(B,) la extension de ev,. Definimos a, := €v(a).

Ahora definimos E := {a € M(C*(B)) : Bs(ag-1.,) = az ¥ (s,2) € K x X}. Veamos que E
es una C*—subélgebra unital de M (C®(B)) que contiene a Ind® (9B, 3). Para ver que E es un
sub-espacio vectorial cerrado observamos que E = N{Ker(B;0ev, 1., —ev;) (s,z) € K x X }; con
esto también se prueba que F es cerrado por *. Para probar que es cerrado por el producto se usa
que v, v Bs son homomorfismos para cualesquiera s € K, € X. Claramente E contiene a la
identidad, y ademas si a € Ind® (%5, 3), (s,z) € K x X: Bs(as-1.,) = Bs(a(s™ : 1)) = a(x) = a,.

Por otro lado observamos que si a € M(C%(B)) y f € C.(B), entonces af € C.(B). En
efecto, claramente af € C*(8), y ademés si (af)(x) = azf(z) # 0, entonces f(x) # 0, de donde
sop(af) C sop(f). Por otro lado observamos que si g € C.(B), entonces (af)*Bs(g) = f*Bs(a*g);
en efecto:

(af)*Bs(9)(x) = f*(2)azBs(g(s™" s @) = £*(2)Bs(al-1,,)Bs(g(s ™" : 7))
= f*(2)Bs((a*g)(s ™" : 2)) = f*Bs(a"g).

Con esto tenemos que

Hemos probado que (af, 9)g, = (f,a*g)r,. Ahora, si a € Ind® (%8, 3) sabemos que existe
b € E tal que ||a]|?> — a*a = b*b, y por lo tanto:

||(1||2<f, f>EK - <(lf, af>EK = <(||(1||2 - a*a)f, f>EK = <b*bf7 f>EK = <bf7 bf>EK = 0.

Llamemos Zx al Ind™ (%8B, a) x5 K—moédulo de Hilbert a derecha que se obtiene haciendo
la completacion de Hausdorff de Z con respecto al semi-producto interno ( -, - )g., y sea
L: Z — Zx la correspondiente inclusion canénica. De acuerdo a lo que probamos antes tenemos
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una representacion M : Ind® (B, B) — £(Zx) tal que M(a)(e(f)) = t(af). Por otra parte, para
cada t € H definimos Uy : Z — Z mediante Uy(f) = Ap(t )%at(f) Observamos que

WUl (5:) = Ao [ ar (0 F)"Bulos(9) () () (1)
:AK@réﬂaﬁuwumﬂwAmwwHw

:Amg—ﬁgAﬁm@mmwmm
= (£,9) B (5, 7).

Esto nos permite definir un homomorfismo de grupos V' : H — U£(Zk) de manera que
Vi(e(f)) = t(U(f)). Ademas sabemos que silared {¢;}; C H converge at € H, entonces {Uy, (f)}
converge fuertemente a Uy(f) (usar el Lema y observar qué pasa con los soportes). Con esto
y la continuidad de los productos internos tenemos que lim; ||U, (f) — Us(f)|| g, = 0. Con esto
deducimos que V' es SOT-continua. También sabemos que si {b;}; es una unidad aproximada de
Ind® (B, B) entonces lim; by f = f fuertemente, con lo que probamos que lim; ||bf — fllzx =0y
con eso que M es no degenerada.

Probemos que (M, V') es un par covariante:

ViM (a)Vi-1(u(f)) = tlaw(aa-1(f))) = vlai(a) f) = M(az(a))e(f)-

Esto nos permite construir la forma integrada (definicion [1.2.21) M xV : Ind® (B, ) xo H —
£(Zk). Calculemos M x V(b) para b € Ep:

N|=

Mxv@mﬂ—/LWhmwﬁ&mﬁWAw—dhﬂ- (3.2)

H

Para justificar la dltima igualdad, de acuerdo a debemos demostrar que ¢ es continua
en la topologia del limite inductivo. Para ver esto fijjamos un compacto de D C X y restringimos
la funcién ¢ a Cp(B). Observar que si g € Cp(B), entonces |[(g, 9)Ex |l < [1{9,9)Exll1- De la
formula de (g, g) g, se deduce que si (g, g) g, (s, z) # 0, entonces existe r € H tal que r~1 -z €
sop(g) € D,y s~' :r7 1.z € sop(g) C D. Como la accién es propia y libre, s esta en el compacto
GE :={te K:Dnt: D # (}~1. Por otra parte tiene que ser Hx € HD, y como ademés
(9,9) B, respeta las a—orbitas, se tiene que:

g, 9) il < 1(GD) sup{ll{g, 9) i (5. 2)|| + (s,2) € Gp x D}

< uk(G)sup{Ak(s)? : s€ GR} s / |t (9% Bs(9)) (@) dparr (t)
(s,2)€GE <D JGY

S

< ux(GP)sup{Ax(s)2 : s € Gptuu(GH)lgl*
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Esto concluye la justificacion de la dltima igualdad de las ecuaciones [3:2]
Por otra parte sabemos que dado T' € £(Zk) v f € Z se tiene que (T'(¢(f)), T(c(f))) <
IT|1*(e(£),¢(f)). En particular, si T = M x V(b), deducimos que

(b f,00 e = (M3 VO)(f), M3 V(0)e(£)) < BIPGf), e(f)) = IbIP(S, £ e

Con esto probamos que (b- f,b- f g, < |[b>(f, f)E, para cualesquiera b € Ind (B, ),
f € Z. Para concluir la prueba apelamos al Lema de simetria.

3.2. El caso general

Ahora daremos una prueba del Teorema [3.0.7]en toda su generalidad, es decir, para acciones

parciales. Comenzamos por demostrar un resultado que contiene la idea bésica de la demostra-
cion.
Observacion 3.2.1. Supongamos que « es una acciéon global del grupo H en el fibrado B =
(B, X, 7). Dado un abierto U C X, queremos definir la restriccion de « a By = (By, U, 7y)
(construccion . Restringimos las acciones de o« a U y a By; como sabemos, obtenemos
acciones parciales y la acciéon en las fibras es por isomorfismos.

Por otro lado

o (U) =, (UNt-U)=7"UNt-U)=7U)N7 Ht-U)=7"HU)Nay(x 1 (U))
=By N Oét(BU) = (BU)t-

Ademas, si b € By N ay(By) tenemos que 7y (o (b)) = m(ae (b)) =t - w(b) =t - my(b).
Por lo tanto, la restriccion de o a By es una accién parcial en By, a la cual llamamos oy .

Afirmacioén 3.2.2. En las condiciones de la Observacion anterior, si la orbita de U es X, es
decir X = HU = \|J{t-U : t € H}, entonces para cada abierto Y C U el mapa restriccion
r:Ind?(B,a,Y) = Ind? (By,ay,Y) es un isomorfismo de C*-dlgebras.

Demostracion. Primero debemos probar que r(Ind(8,a,Y)) C Ind?(By,ay,Y). Si f €
Ind”(B,a,Y) es inmediato que 7(f) respeta las ag-orbitas. Ademas, como la o6rbita de U
es X, tenemos que los espacios de orbitas X/H y U/H son homeomorfos, mediante la funcion
h:U/H — X/H dada por Hx — Hz (la primera orbita es con respecto a la accion parcial y
la segunda con respecto a la accion global). La funcion U/H — R tal que Hx — ||r(f)(x)]| es
la composicion de h con X/H — R tal que Hx — || f(x)|. Ademas h(HY) = HY, con lo que
probamos 7(f) € Ind® (By,ay,Y).

Claramente, r es un morfismo de C*—algebras. Veamos que es biyectivo. Para ver que es
inyectivo tomamos f tal que r(f) = 0; si x € X, existe t € H tal que ¢t - x € U, de donde

[F @) = [l (f DIl = (1 (- 2) | = Ir(f)(¢ - 2)]| = 0, y por lo tanto f = 0.
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En cuanto a la sobreyectividad, tomamos g € Ind” (By, ay, Y); dados z € U, t € H quere-
mos definir f(¢-x) := ay(g(x)). Para poder hacer esto debemos probar que si t-x = s -y con
x,y € U, s,t € H, entonces ay(g(z)) = as(g(y)) o, lo que es equivalente: g(x) = a;-1,(g(y)).
Notamos que z = ¢t~ !s -y, de modo que y € U N s 't-U, y entonces g(z) = g(t~ts-y) =
(ar)i-15(9(y)) = ay—1,(g9(y)). Tenemos definida entonces f : X — B.

Observar que si z € U, w(f(t-x)) = m(a(g(x))) =t -7m(g(xz)) =t -z, y por lo tanto f es una
seccion. Para ver que es continua, tomemos z € X; sabemos que existe t € H tal que t-z € U.
Luego, en el entorno t~1 - U de 2 la funcién f coincide con w + ay—1(g(t - w)), que es continua.

Para ver que f respeta las a-6rbitas tomemos z € X y ¢t € H, y sean r,s € H tales que
s-z€eUyr-t-zeU. Tenemos que

f(t z) = (g(r-t- shse Z)) = Oszl(g(TtS_l "8 Z)) = arfl(aU)’rtsfl(g(S ) Z))
= oyttt (9(0)) = awaa(g(s - 2)) = au(F(2))

Finalmente, para ver que X/H — R tal que Hx — ||f(z)|| estd en Co(HY'), observemos
que esta funcién es la composicion de h~! con la funcion Hz + |g(x)||. Es inmediato que

r(f) =g O

Definicién 3.2.3. Dadas dos acciones globales de grupos H y K en un espacio X, si U C X,
decimos que las acciones conmutan en U si

Uns:Uns:t-U=Unt-UnNnt-s:U,

paratodot € H, s€ K,yademassiz c UNt~ - UNt'-s1:U, entonces s:t-x=t-s:x
para cualesquiera t € H, s € K.

Dos acciones en un fibrado de C*-algebras conmutan en el abierto U del espacio de base, si
las acciones en el espacio de base conmutan en U y las acciones en el espacio total conmutan en

7 1(U).

Observacion 3.2.4. Dadas dos acciones en un fibrado de C*-édlgebras, y un abierto en el espacio
de base, las acciones conmutan en el abierto si y solamente si sus restricciones en el sentido de
3.2.1] conmutan como acciones parciales.

Lema 3.2.5. Sean a y 8 acciones globales de los grupos HLC H y K en el fibrado de C*-dlgebras
B = (B, X,m). Supongamos que las acciones conmutan en X y en un abierto U C X tal que
X =U{s:t-U: (t,s) € Hx K}, y que ademds la accion de H es propia. Si definimos
Ind" (By,ay)s := Ind" (By,ay,UNs: U) para cada s € K y (By)s : Ind? (By, )1 —
Ind" (By, ay)s tal cual lo hicimos en entonces By = ({(BU)S}SGK, {Ind" (By, aU)s}sEK)
es un sistema dindmico parcial. Ademds B : K — Aut(Ind”($B,q)) es el sistema envolvente
de ,BU.
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Demostracion. Primero observamos que la restricciéon de a a cualquier abierto es propia. En
efecto, supongamos que nos restringimos a V- C X. Si (x;,t; - ;) — (z,y) € V x V, como la
accion de H es propia sabemos que ?; tiene una subred convergente, digamos ¢;; — ¢. Tiene que
sert-x =y, loquellevaaxz e VNt V. Porel lema se deduce que ay es propia.

Luego, la restricciéon de oo a U es propia y conmuta con la restricciéon de 5 a U. Si observa-
mos las definiciones tenemos que ({(BU)S}SGK, {Ind" (By, aU)S}SeK) es exactamente el sistema
dindmico obtenido de restringir las dos acciones a U, tal cual se definié en la Proposicion [2.3.6]

Definamos W := H - U. Observemos que « y 3 conmutan en W, pues W es invariante por la
acciéon de a. En efecto,

Wnt- Wnt-s:W=Wnt-s:W=Wns:t-W=Wns:W=Wns:Wns:t-W.

Esto da lugar al sistema dinamico parcial ({(Bw)s}ser, {Ind” (Bw,aw)s}scx). De acuer-
do a el mapa r : Ind?(Byw,aw) — Ind?(By,ay) es un isomorfismo. Ademas r lleva
Ind" (B, aw)s sobre Ind™ (B, arr)s. Para ver esto tltimo recordamos que

Ind® (B, aw)s = Ind? (B, aw, WNs: W)y que

Ind(By, ay)s = Ind (By,ay,UNs:U),

de manera que basta con ver que U Ns: U =UN (W Ns: W). Para esto primero observamos
que U Ns: U es invariante por ag y por lo tanto coincide con su orbita (en U). Ademas

UNWns:W=UnNs:W = UUms:t-U: UUﬂt-Uﬁt-s:U
teH teH
=Jt-¢"UnUNs:U)=Uns:U.
teH

También observamos que r conjuga las acciones de By vy Bw, y por lo tanto los sistemas
dinémicos ({(6W)S}S€K7 {IndH(%Wa aW)s}sEK) Yy ({(/BU)s}seKa {I?’LdH(%U, aU)s}sEK) son el
mismo a menos de isomorfismo.

Probaremos que 3 : K — Aut(Ind™ (8, a)) es la accién envolvente de la restriccién a W. Sea
I := Ind® (B, a, W), veamos que I es isomorfo a Ind? (By, ay) mediante el mapa inclusion
v Ind (B, aw) — I, definiendo «(f)(z) = f(z) si x € W y 0, en otro caso. Antes que nada
debemos mostrar que «(f) € I; claramente ¢(f) es acotada. Ademas, como W es invariante por
la accion de H, tenemos que oy (f(t~1-z)) = f(z),Vt € H, z € X. Lo anterior permite definir la
funcion X/H — R dada por Hy — [|¢(f)(y)||, la cual es la funcion que coincideﬂ con la funcion
dada por Hy — ||f(y)|| si Hy € W/H, y cero en otro caso; dicha funcién es un elemento de
Co(X/H).

! A menos de identificar el espacio de érbitas de la acciéon parcial de H en W, con el abierto W/H en el espacio
X/H.
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Por ultimo debemos probar que ¢(f) es continua, lo que haremos localmente. Claramente es
continua en W y en el interior de W€, por eso basta con probar que dada una red, {x;}; C W,
que converge a un punto x ¢ W, se cumple que lim; [|¢(f)(x;)| = 0 (recordar la definicion
. Notemos que la red {Hz;}; C W/H tiende a infinito: en caso contrario, pasando a una
subred si fuere necesario, podemos suponer que existe un compacto, C' C W/H, que contiene a
la red {Hx;};. Pero C es cerrado (porque la acciéon es propia), y por lo tanto Hz € C C W/H.
Finalmente, como W es invariante por la accién de H, tendriamos que x € W, lo que es absurdo.
Usando lo que acabamos de probar, y que la funcion Hy — || f(y)| = ||¢(f)(y)| se anula en
infinito, deducimos que lim; ||¢(f)(z;)]] = 0.

Es claro que ¢ es inyectiva, y también es sobreyectiva pues es facil probar que si g € I
entonces glw € Ind”(Bw,aw), v ademéas i(glwy) = g. Por otra parte, de la Afirmacién
23.5 Bs(I) N1 = Ind”"(B,a,W) N Ind?(B,a,s : W) = Ind" (B,a,W Ns : W), de mo-
do que t(Ind® (By,aw)s) = Bs(I) NI para todo s € K. Finalmente, veamos que si f €
Ind" (B, aw)s-1, entonces Bs(¢(f)) = t((Bw)s(f)): siz € WNs: W, tenemos que

Bs(u())(@) = Bs(e(F) (s 2 @) = B(f(s™h 1 2)) = (Bw)s(f(s7 ) = u(Bw)s(f)) (@).

Nos resta probar que | ¢z Bs(I) genera linealmente un sub-espacio denso de [ nd® (%8, o). En
realidad como « es propia basta con ver que es denso en [ ndf (B, a) (por la aﬁrmaci()n. Sea
f € Ind® (B, ), y recordemos que fy es la funcién Hz + || f()||. Para cada z € sop(fy) existen
un s, € K y un entorno compacto de z, V,, tales que s, : V, C W. Como sop(fm) es compacto,
existen z1,..., 2, € sop(fy) tales que sop(fy) C Vi, U---UV,, . Sean 91,...,1, € Co(X/H)T
tales que sop(v;) C V., para todo i =1,...,n, > ,¢i(2) = 1 si z € sop(fy) y menor o igual a

1 en otro caso. Definamos f;(x) := ¢;(Hx)f(x) y s; := s, para cada i = 1,...,n. Es inmediato
que f=fi+-+ fo.
Basta entonces con probar que (s, (f;) € I para todo i =1,...,n, o, lo que es lo mismo, que

si @ ¢ W entonces |8, (fi)|| = 0. Pero si @ ¢ W, |18, (fi) (@)l = vu(Hs; ' )| f(s; 2 2)| =
1/%(31»_1 : H:U)Hf(si_l cx)||; s 1/%‘(52-_1 : Hz) # 0, entonces si_l tHxeV,, = Hxes;:V,, CW,
y como W es H invariante tiene que ser x € W, lo que es absurdo. ]

Teorema 3.2.6. Sean o y B acciones globales de los grupos HLC H y K respectivamente en el
fibrado de C*-dlgebras B = (B, X, ). Si las acciones son libres, propias, conmutan en X y en
un abierto U C X tal que X = U{t-s: U : (t,s) € H x K}, entonces los productos cruzados
Ind" (By, ay) Xg, K e Ind® (B, Bu) Xay H son Morita-Rieffel equivalentes.

Demostracion. De acuerdo a Ind™ (B, a) x5 K es Morita-Rieffel equivalente a Ind™ (5B, 8) x4
H. Por el lema anterior Ind” (By, ay) X, K es Morita-Rieffel equivalente a Ind (B, a) x5 K
(Teorema, con el mismo argumento Ind® (B, By) Xay, H es Morita-Rieffel equivalente a
Ind® (B, B) x, H. El resultado se deduce de que la equivalencia de Morita-Rieffel es transitiva.

O

Estamos en condiciones de demostrar el teorema que enunciamos nuevamente.
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Teorema 3.2.7. Sean « y [ acciones parciales de H y K respectivamente (ambos HLC) en
el fibrado de C*-dlgebras B = (B, X, 7). Si las acciones son libres, propias, conmutan y son
continuas en oo, entonces los productos cruzados Ind™ (B, o) xg K e IndK(%,ﬁ) Xo H son
Morita-Rieffel equivalentes.

Demostracion. Consideremos en B = (B, X,7) la acciéon parcial p del grupo producto G =
H x K. Como ambas acciones son propias y una de ellas es continua en oo, la acciéon de G en el
espacio de base tiene accién envolvente (por . Podemos considerar el fibrado envolvente
de la accion de G en el sentido de A ese fibrado lo llamaremos B¢ = (B¢, X¢, 7€) y p° a
la accién envolvente de p.

Llamemos o€ a la restriccion de u¢ a H = H X {ex }. Observar que o no necesariamente es
la accion envolvente de a. Veamos que af es libre. Sean z € X, (r,s) € K, y t € H tales que
t-(r,s)x = (r,s)x, es decir que (t,e)(r,s)z = (r,s)x. Luego: (r~'tr,e)z = x, pero eso implica
que x € thllt—lr y r~1tr-x = . Como la acciéon de H es libre, tenemos que r~'tr = e, es decir
t=e.

Para ver que a es propia tomemos una red {(¢;, w;)}; C H x X€ tal que (w;, t;-w;) — (w, 2) €
X¢x X¢. Sabemos que existen (1, s), (h, k) € H x K tales que (r,s)w € X y (h,k)z € X. A partir
de cierto iy tenemos pues que (r,s)w; € X v (h, k)(t;,e)(r,s) " ((r, s)w;) € X, es decir, a partir
de un ip podemos suponer que u; := (r,s)w; € X&Uhtir—l,ks—l)—l y que (u;, (ht;r~ 1 ks~ Hu;) —
(u,v) € X x X. Pero (ht;r=', ks )u; = ht;r=" - ((ks™') : u;). Como u; converge a un punto
de X, no puede ser que (ks !) : u; tienda a oo (porque la accién de K es continua en o). Por
lo tanto tiene alguna subred convergente a un punto de X, a la que llamamos {u;;};. Ahora
((ks™) : ug,, hty;r=t - (ks™h) : uy;)) converge a un punto de X x X y como la accion de o en
el espacio de base es propia, existe una subred, {tidz }i, de {t;, }; tal que htijlr_l es convergente
a cierto p € H. Luego ti;, = hilhtijlrflr — h™'pr. Con esto concluye la prueba de que af es
propia.

Como la situacion es simétrica respecto de H y K, también tenemos que ¢ es libre y propia.
Ademas af y ¢ conmutan en X y en X¢ y X =J{(¢t,s)X : (t,s) e Hx K} =J{t-s: X :
(t,s) € H x K}. Con esto, y el Teorema , tenemos que Ind? (B, a%) s, K es Morita-
Rieffel equivalente a Ind® ( S B%) Xas, H. Pero estos productos cruzados son [ nd" (B, a) x s K
e Ind® (8, 8) x, H, respectivamente, porque los sistemas dindmicos son los mismos a menos de
isomorfismo. O
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Capitulo 4

Casos particulares y ejemplos

4.1. Los Teoremas de Imprimitividad de Green y Raeburn

Supongamos que H es un grupo que actta en el espacio X (ambos HLC) y en una C*-algebra
A mediante acciones globales - y « respectivamente. Decimos que una funcion, f € C?(X, A),
respeta las orbitas si para cada t € H y cada € X se cumple que a4(f(z)) = f(t- ). En este
caso tenemos una funcion X/H — R, dada por Hx + || f(z)]|. El teorema de Raeburn se enuncia
en términos de la C*-algebra

Ind® (X, A) == {f € C°(X,A) : f respeta las orbitas y Hzx — || f(z)|| € Co(X/H)}.

Si consideramos el fibrado trivial 8 := (A x X, X, 7) donde 7(a,x) = z, como fibrado de
C*-algebras, construimos una accién de H en B

a:Hx(AxX)—=>AxX | (t,a,2) — ((x),t-x).

Es practicamente inmediato verificar que hay un isomorfismo v : Ind (X, A) — Ind” (B, a)
dado por:

P(f) (@) = (f(x),2) V2 e X.

Supongamos que tenemos otro grupo HLC K que también actiia globalmente en X y en A,
mediante : y 8 respectivamente, y que ademaés las acciones de H y K en X son libres, propias
y que las acciones en X y A conmutan. En este caso tenemos una acciéon continua de K en
Ind" (X, A) dada por

Bo(f)(x) = Bs(f(s7L:x)) V felInd®(X,A), seK, veX.

Asi como a la accion « : H — Aut(A) le asociamos la accion « en B, a partir de 5 : K —
Aut(A) construimos la accion § de K en B. Claramente las acciones en el fibrado conmutan,
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son libres y propias, y por lo tanto tenemos un C*-sistema dinamico 8 : K — Aut(Ind" (%8, a)).
El isomorfismo v conjuga las acciones de K. Por lo tanto los sistemas en cuestién son isomorfos,
lo que da un isomorfismo entre los sistemas din4dmicos.

Teorema 4.1.1. (de Imprimitividad Simétrico de Raeburn.) Sean H,K grupos HLC que
actian en el espacio HLC X y en la C*-dlgebra A (notacion de . St las acciones conmutan en
X yen A, ylas acciones en X son libres y propias, entonces los productos cruzados Ind™ (X, A)x
K y Ind® (X, A) x H son Morita-Ricffel equivalentes.

Demostracion. De acuerdo a las observaciones previas al teorema, Ind™ (X,A) x K es iso-
morfo a Ind(B,a) x K, en particular son Morita-Rieffel equivalentes. Lo mismo sucede con
Ind®(X,A) x H e Ind®(%,3) x H. De acuerdo a tenemos una equivalencia de Morita-
Rieffel entre Ind® (9B, a) x K y Ind®(8,3) x H, y entonces la tesis se deduce usando que esta
relacion es transitiva. d

Un caso particular e interesante del resultado anterior es el Teorema de Green. En éste
suponemos que A = C y que los grupos acttian trivialmente en A. En este caso Ind (X, A) =
Co(X/H) y la accion de K en Co(X/H) es la que se obtiene de la accion de K en X/H de
acuerdo a[2.1.23

Corolario 4.1.2. (Teorema Simétrico de Green.) Sean H, K grupos HLC que actian libre
y propiamente en el espacio HLC X y las acciones conmutan. En este caso Co(X/H) x K es
Morita-Rieffel equivalente a Co(X/K) x H.

El teorema ofrece una generalizacion del teorema anterior a acciones parciales. Con-
sideremos dos acciones parciales de H y K en el espacio X (todos HLC). Supongamos ade-
méas que las acciones conmutan, son libres, propias y continuas en co. Construimos el fibrado
B = (C x X, X,m), donde w(\,z) = z. Claramente es un fibrado de C*-algebras. Para definir
una accion parcial de H en 9B consideramos (C x X)f :=C x X}/ = == }Y(XH),

a:Cx X2 - Cx X (\a)— (\t-a).

Con verificaciones de rutina concluimos que en B tenemos acciones parciales o'y § de H y
K respectivamente, que ademaés son propias, libres, continuas en oo y conmutan. Observamos
que Ind (B, a) es isomorfo a Co(X/H) mediante

¢ : Co(X/H) — Ind" (B,0) | (f)(z) = (f(Hz),z), Vo eX, feCo(X/H).

Ademas v conjuga la accién de K en Ind” (%, a) con la accion que define K en Co(X/H),
y por lo tanto Co(X/H) x K es isomorfo a Ind®(%B,a) x K. Tenemos entonces el siguiente
resultado, que es la generalizacion del Teorema de Green para acciones parciales.
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Teorema 4.1.3. Si H, K son grupos HLC que actian parcialmente en el espacio HLC X, y las
acciones conmutan, son libres, propias y continuas en oo, entonces Co(X/H) x K es Morita-
Rieffel equivalente a Co(X/K) x H.

Demostracion. Inmediata a partir de las consideraciones previas al teorema, del Teorema |3.0.
y de que la equivalencia de Morita-Rieffel es una relacion transitiva. [

4.2. El teorema de Stone - Von Neumann

En lo que sigue consideraremos un grupo HLC G y llamaremos [t a la accién por multiplicacion
a izquierda It : G x G — G, lt,(s) = rs. Dado un abierto no vacio U C G, llamaremos (U a la
restriccion de It a U, es decir que Uy := U NtU y lU(r) =tr V r € Uy. Como G es la érbita por
It de U sabemos que Co(U) x G es Morita-Rieffel equivalente a Co(G) %y G.

Afirmacion 4.2.1. En la situacion anterior se tiene que Co(U) Xy G es Morita-Rieffel equiva-
lente a C; en particular es simple.

Demostracion. De acuerdo a lo visto antes, basta con probar que Cy(G) Xz G es equivalente a
C. Usaremos el teorema |4.1.3|lcon X = G, H = G y K el grupo trivial. La accién de G seréd (U
v la de K, por supuesto, la trivial.

Es inmediato que X/K es isomorfo a G y que la accion de H en X/K es [U. Entonces
Co(X/K) x H = Cp(G) »y: G. Por otra parte X/H consta de un solo punto y la acciéon de K es
la trivial, lo que nos conduce a que Cy(X/H) = C con la acciéon del grupo trivial, de modo que

Co(X/H) x K = C. 0

De acuerdo a la Afirmacion anterior, para determinar Cy(U) x;y G basta con conseguir una
representacion no nula e identificar su imagen. Para construir una representacién definiremos un
par covariante (de acuerdo a .

Como siempre, u serd una medida de Haar invariante a izquierda en GG. Mantenemos el nombre
u para la restriccion de esa medida al abierto U. El espacio de Hilbert que consideraremos
serda H = L?(U,u) C L*(G,u). La representacion de Co(U) sera a través de operadores de
multiplicacion: M : Co(U) — B(H) donde M & = f€.

Para construir la representaciéon parcial de G consideramos la representacion regular A : G —
B(L?(G, i) dada por \(€)(s) = £(t71s). Por la invariancia a izquierda de p se tiene que \; es
unitario para cada t € GG. Las identidades A\e = id y MAr = A V £, 7 € G son inmediatas. Por
otra parte usando que C.(G) es denso en L?(G, 1) se concluye que ) es una representacion de G.

Sea P la proyeccion de L2(G, ) en H. Si n es la funcién indicatriz de U entonces P& = né
para cada & € L?(G,u). Sea ¢ : H — L*(G,p) la inclusion. Definimos u : G — B(#H) como
ut := PAgt. Como * = Py A es una representacion unitaria tenemos que uj = u;-1. Por otra
parte, como A es SOT continua, u también lo es. Para ver que u es una representacion parcial
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basta con probar que u;—1uu, = u;—1uy,. para cualesquiera t,r € G. Sean £ € Hy s € U:
(-1 urur)(5) = n(s) (urr) (t5) = n(s)n(ts) (ur€)(s) = n(s)n(t)E("s),

(a1 €)(5) = 1(5) (un€)(t3) = n(s)n(ts)€((tr)~1ts) = n(s)n(ts)€(rts).

Por otro lado, observamos que para cada t € G tenemos que u(u)*H = L*(U NtU, p). En
efecto, si& € Hiyr € U: uy(ug)*€(r) = n(r)n(t~1r)&(r); como ademés la funcion r — n(r)n(t~1r)
es el indicador de U M tU, hemos probado que wu;(u;)* es la proyeccion ortogonal sobre L?(U N
tU, ). Por otro lado, es facil ver que C.(U NtU) C M(Co(U NtU))H C L*(U,NtU, 1), ademds
C.(UNtU) es denso en L2(U,NtU, ), y por lo tanto M (Co(UNtU))H = L?(U, NtU, ) = u(uf)H.

Finalmente, para terminar de ver que (M, u) es un par covariante tomamos § € H, s € U,
teG, feCyly):

(ueMpui€)(s) = n(s)(Myup€)(t~"s) = n(s)f (¢ s)n(t™ )E(s) = My, (5)€(s)-

En la tltima igualdad usamos que 7(s)¢(s) = £(s), y que f(t~1s)n(t~ts) = IU(f)(s), lo que se
deduce discutiendo segin s € Uy 0 s ¢ Uy.

El teorema siguiente es una generalizacion del Teorema de Stone - Von Neumann (el cual
corresponde al caso U = G).

Teorema 4.2.2. St U C G es un abierto no vacio entonces Co(U) xyy G es isomorfo a
K(L?(U, ). Ademds el isomorfismo es M x u.

Demostracion. Como Cy(U) Xy G es simple, basta con probar que la imagen de M x u es
K(L?(U, i1)). Primero observamos (no es inmediato) que si I' es el dominio de (U entonces C.(T")
puede verse como un subespacio denso, en el limite inductivo, de C.(B;y7). La seccion que co-
rresponde a f € C.(T') es t — (ft,t), donde fi(x) = f(t,x). Bajo esta identificacion, si f € C.(T")
y€éeH:

Motu(£) = | frul€)dutt)
G
Si € € C.(G), tomando z € C.(U), calculando (M x u(f)E, z), y usando que C.(U) es denso

en H, se concluye que
M xu(f /f (t, )6t Ls)du(t) /A (Y F(st™t, 8)E(t)du(t).

Por lo tanto M x u(f) es el operador integral asociado a (t,s) — A(t71)f(st™1,s), que es
compacto. Con esto concluimos que M x u(C.(I")) C K(L?(U, i1)). Como ademas C.(I") es denso
en Ce(By), M xu(Co(U) x G) C K(LA(U, p)).

Por otra parte, dadas h,g € C.(U) definimos f(r,s) = A(r~'s)h(r- h(r=1s)g(s). Por la eleccion
de g, h se tiene que f € C.(T). Por otro lado A(t~1)f(st™!,s) = h(t)g(s); como consecuencia
M x u(f) es el operador 6,4, donde 8, 4(§) = g(&, h). Como IC(LQ(U,,u)) esta generado por
{510 g,h € Cc(U)}, deducimos que M x u(Co(U) x G) = K(L*(U, p)). O
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4.3. Discusion de un articulo de Rieffel

En esta seccion discutiremos la mayoria de las situaciones que se encuentran en [10]. Segui-
remos el mismo camino que en el mencionado articulo, incluso con el mismo esquema.

SITUACION 1: la versién para acciones parciales seria el teorema m

SITUACION 2: consideramos una accién parcial del grupo G en el espacio X, ambos HLC,
donde ademas pedimos que la accion sea libre, propia y continua en co. En este caso Cp(X) x G
es Morita-Rieffel equivalente a Cy(X/G). Esto se deduce del teorema considerando H = G
y K el grupo trivial.

SITUACION 3: esta vez la accion parcial serda de Z en X, de manera que su dominio sea
cerradolﬂ En el espacio Y = R x X se considera la relacion de equivalencia (t,x) ~ (s,y) si y
solamente sit —s € Z, © € Xs—y, (t —s)-x = y. Si para cada (t,z) € Y llamamos [¢,z] a su
clase, tenemos una accién de R en M := Y/ ~ dada por (¢, [s,z]) — [t + s,z]|. Lo que sucede
aqui es que Cp(M) x R es Morita-Rieffel equivalente a Cp(X) x Z. Esto es un caso particular de
la situacion siguiente.

SITUACION 4: sean H un subgrupo cerrado del grupo Gy - una accién parcial de H en X,
que tiene dominio cerrado. Definimos Y := G x X y la relacion de equivalencia (¢, z) ~ (s,y) sii
t7ls € H, x € X, 1, (st7!) - o = y. Llamaremos a este proceso suspension. Como en el caso
anterior tenemos una accion de G en M := Y/ ~ dada por (¢,[s,z]) — [ts,z]. Tendremos que
Co(M) x G es Morita-Rieffel equivalente a Cy(X) x H.

Esto no es un hecho sorprendente pues la acciéon de G en M corresponde a hacer dos cosas.
Primero se toma la envolvente de la acciéon de H, que existe por ser el dominio cerrado. Luego
se considera la suspension de la accién envolvente para tener una accién de G en el espacio M
asociado a X, al que llamamos M. Resulta que M€ es (homeomorfo a) M y la accion de G
es la misma. Si hemos probado la situacion 4 para acciones globales tenemos que Cy(M) x G
es Morita-Rieffel equivalente a Cy(X€) x H, que a su vez es equivalente a Co(X) x H. Lo que
hemos hecho es seguir la demostracion de Como en [10] esto es un caso particular de lo
que seré la Situacion 7.

SITUACION 5: Como antes, H es un subgrupo cerrado de G, y consideramos la accion de
G en G/H por traslacion. Lo que sucede es que Co(G/H) x G es Morita-Rieffel equivalente a
la C*-algebra de grupo de H, C*(H), la cual se define como el producto cruzado obtenido de
considerar la accion trivial de H en C. No parece claro cudl es la situacion andloga para las
acciones parciales.

Para las siguientes situaciones necesitamos algunos resultados, todos con demostraciones
sencillas.

Afirmacion 4.3.1. Sean G, H grupos que actian parcialmente en los espacios P, Q) respectiva-
mente, todos HLC. Entonces existe una accion parcial de G x H en M := P X () de manera que
Moy =P x Qs y (t,8) (z,y) = (t-x,5y) para todo (z,y) € M5 y (t,8) € G x H.

!Equivalentemente, X, cerrado para todo n € Z.
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Demostracion. Claramente M,y = M y la funcién asociada a (e, e) es la identidad en M. Si
(t,s),(r,h) € G x H entonces

(t,s) - (My—1,6-1) N M) = (t,8) - (P-1 N Pr) X (Qg-1 NQr)) = (PN Prr) X (Qs N Qsn)
= M1,y N Mt,5)(r,1)-

Que la funcion M1 g1y N Myg-1,-1 g-1p-1y = Mppg N My (7,y) = (rt, hs) - (z,y)
coincide con la funcion (x,y) — ((r,h)(t,s)) - (z,y) es practicamente inmediato a partir de la
propiedades andlogas para las acciones de Gy H.

Finalmente veamos que el dominio de la accién de G x H es abierto. Si ((¢,s),(x,y)) €
Faxu, v € B ey € Qs, existen entornos Vi, Vi, V,, V,, de t,s, 2,y respectivamente tales que
(t,x) € V; x V, C I'g, lo mismo con (s,y). Con esto concluimos que (V; x Vi) x (V x V) es un
entorno de ((¢,s), (x,y)) contenido en I'gxx. O

Afirmacion 4.3.2. Si H es un subgrupo de G y éste dltimo actia parcialmente en el espacio P,
entonces la restriccion de la accion parcial a H es una accion parcial de H en P.

Demostracion. Todas las condiciones a verificar son inmediatas, a no ser que I'fy es abierto, pero
esto se deduce de que I'y puede verse como (H x P)NT'g que es abierto en H X P. ]

Afirmacion 4.3.3. La restriccion de una accion parcial a un subconjunto invariante es una
accion parcial en ese subconjunto.

Demostracion. Llamemos G al grupo, P al espacio y @) al subconjunto invariante. Tenemos que
Qi=QNP yt (Q4-1)C Q¢ para todo t € G (esto es la definicion de conjunto invariante). Por
lotanto Q; =QNt-P-1 =t- (QNPi-1) =1t Q-1 para todo t € G. Por otro lado si ¢, s € G:

t-(Qi-1NQs)=t- (QNP—1NPs)=t-(QNP)Nt-(PNPs)=QNP, NP =Q¢N Qys.

Verificar que la funcion Q;-1NQ-15-1 = QisNQs = — (st)-x es una extension de x +— s-(t-x)
es inmediato. Para ver que el dominio I'(Q) es abierto observamos que es la interseccion de G X Q
con I'g(P). O

Los resultados anteriores pueden combinarse. Una forma de hacerlo es la siguiente.

Corolario 4.3.4. Si G actia parcialmente en los espacios P y Q, entonces hay una accion parcial
de G en M := P x Q. Esta accion parcial estd dada por My := P, x Q¢ y My—1 — M, (z,y) —
(t-z,t-y).

Demostracion. Sabemos que G x G actua en M, ademéas D := {(¢,t) : t € G} es un subgrupo
isomorfo a G. Por lo tanto GG actia en M a través del isomorfismo, si observamos la accién que
tenemos es exactamente la de la tesis. O
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La accién que se define en el dltimo resultado es llamada la acciéon diagonal.

SITUACION 6: Supongamos que G acttia parcialmente en P, que el dominio de la accion
es cerrado, y ademés que H es un subgrupo cerrado de G. Observar que H actia en P y el
dominio de esta accion es cerrado. Tenemos acciones de G en Py en G/H, siendo la segunda
una accién global en un espacio HLC. Pedimos ademas que para cada r € G se cumpla que
P = User Prs (que es inmediato para acciones globales). Si en G/H x P consideramos la accion
diagonal tenemos que Cyo(G/H x P) x G es Morita-Rieffel equivalente a Co(P) x H. Esto es un
caso particular de la situaciéon 7.

SITUACION 7: G acttia parcialmente en M y H es un subgrupo cerrado de G. Se tiene
ademés un mapa equivariante (morfismo) 7 : M — G/H, es decir que si x € M,-1 entonces
7(t-x) = t-w(z). Usando las Afirmaciones de arriba tenemos que H acttiaen My P = 7~ 1(eH) es
invariante por dicha accién, y por lo tanto H acttia en P. La situaciéon 7, del articulo en discusion,
establece que si la accion de G es global entonces Co(M) x G es Morita-Rieffel equivalente
a Co(P) x H. Para las acciones parciales daremos una hipotesis adicional que nos permitira
afirmar lo mismo.

Afirmacioén 4.3.5. Si para cada r € G tenemos que M = U,cgM,s, entonces Co(P) x H es
Morita-Rieffel equivalente a Co(M) x G.

Demostracion. Usaremos el teorema[£.1.3] El grupo K sera G'y el H sera el mismo H. El espacio
en que ambos acttian es @ := {(t,m) € G x M : tH = n(m)}, que es HLC. Considerando la
accion por traslacion a izquierda de G en G tenemos una accion parcial de G en G x M (la accion
diagonal). Sucede que @ es un cerrado invariante y por lo tanto tenemos una accion de G en @,
dada por ¢ - (r,m) = (tr,t-m) si (r,m) € Q-1 = QN (G x M;-1). Notar que I'¢(Q) es cerrado
y por lo tanto la acciéon de G en @ es continua en oo; es inmediato que la accién es libre. Para
ver que es propia recurrimos a [2.1.7]

Tenemos una acciéon global de H en @ dada por s : (t,m) = (ts!,m). Claramente es libre y
continua en 0o, y que es propia se deduce facilmente recurriendo a Las acciones de G y H
en () conmutan pues @ es invariante por la accién de H y esta es global. Estamos en condiciones
de aplicar Co(Q/G) x H es Morita-Rieffel equivalente a Cy(Q/H) x G.

Primero identificamos )/ H. Para ello definimos una funcion R : Q — M dada por R(t,m) =
m; es inmediato que es continua y constante en las H—orbitas, y por lo tanto define una funciéon
continua R : Q/H — M dada por R(H (t,m)) = m. Esta funciéon R es de hecho un homeomorfis-
mo. En efecto, para probar que es abierta basta con mostrar que si U C @ es un abierto saturado,
entonces R(U) es abierto. Ahora, dado m € R(U), existe t € G tal que (t,m) € U. Sean V'y W
entornos de t y m respectivamente, tales que (V x W) N @Q C U. Como U es saturado, y para
cualquier m’ € M podemos encontrar t' € G tal que (t',m’) € @, tenemos que W C R(U). Luego
R(U) es un entorno de todos sus puntos. Con los mismos argumentos probamos que dado r € G,
se tiene que R((Q/H),) = M,. Por otra parte es facil ver que R conjuga las acciones parciales
de Gen M y en Q/H. Concluimos que Co(Q/H) x G es isomorfo a Cy(M) x G, y en particular
son Morita-Rieffel equivalentes.
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En cambio no es tan facil determinar QQ/G, que en general no serd P. Definamos D :=
{(t,m) € Gx M : m € M} (es abierto y cerrado en G x M). Luego @ N D es abierto y cerrado
en (). También es G-invariante. Para ver que (Q N D)/G es homeomorfo a P, se considera
F:QnND — P tal que (t,m) — t~!-m. Claramente F es continua y constante en las G-orbitas,
y también es sobreyectiva porque {e} x P C Q@ N D. Por lo tanto F' define una funcién continua
F: (QN D) — P tal que (t,m)G — t'm. La inversa de ese mapa es m — (e,m)G, y por lo
tanto es un homeomorfismo.

Veamos que F es un isomorfismo entre la accién de H en P y la restriccion de la acciéon de H
a (QND)/G, ala cual llamamos v. Una observacion importante es que dado s € H, se tiene que
[(@ND)/GIN[s: (Q@ND)/G] =[(Q@ND)Ns: (QND)]/G; lo que se deduce usando que QN D es
G —invariante. Lo anterior, y el hecho de que (QND)Ns: (QND) = QN{(t,m) : m € My NM,};
implican que F((Q N D)¥) = P N M, = P,. Por otra parte si (t,m) € (QND)Ns~!: (Q N D):

s-F(Gt,m)=s-t7 -m=(st™)-m=(ts )" -m=F(s: G(t,m)).

Deducimos que Co(P) x H es isomorfo a Co((QND)/G) x, H. El sistema (Q N D, H, v) tiene
un sistema envolvente, porque es la restricciéon de un sistema global a un abierto. Este sistema
global es el que se obtiene de restringir la accion de H en /G a la H-orbita de (Q N D)/G.
Esta orbita es un abierto H-invariante, y por lo tanto da lugar a un ideal del producto cruzado
Co(Q/G) x H. Asi que en general Co(P) x H es isomorfo a un ideal de Cyp(Q/G) x H. Por lo
tanto, en general, Co(P) x H es Morita-Rieffel equivalente a un ideal de Cyp(M) x G.

Para que el ideal sea Cy(M) x G basta con pedir que la H-6rbita de Q N D sea @; lo cual es
cierto si M = Useg M, s, para cada r € G. En efecto, tomemos (¢, m) € Q. La condiciéon anterior
implica que existe h € H tal que m € My,. Luego, (th,m) € QN D y ademas h : (th,m) =
(t,h). O

Hasta el momento no me ha sido posible encontrar el andlogo para las acciones parciales de
la situacion 8 de [10].

SITUACION 9: Sean H, K subgrupos cerrados del grupo Gy U un subconjunto abierto
y cerrado en G. Los subgrupos actiian en G mediante H x G — G | (h,g) — h-g := hg y
KxG — G| (kg) k:g:= gkl Restringimos ambas acciones a U, las acciones parciales
resultantes son propias libres y continuas en co. Si ademés se pide que para cada h € H, k € K
se cumpla que U NAU NhUk = U NUk N hUE, entonces las acciones parciales conmutan, lo que
nos permite afirmar que Co(H\U) x K es Morita-Rieffel equivalente a Cyo(U/K) x H. Hemos
escrito H\U porque la accién de H en G tiene como espacio de orbitas el espacio de las coclases
{Hg:g € G}.

En general no podemos afirmar que las acciones envolventes de las acciones de H y K sean las
respectivas acciones definidas en G, pues no sabemos que H-U = Gy K : U = . Como ademés
H - U no necesariamente coincide con K : U, no esté claro si podemos construir un espacio con
acciones de H y K en el cual podamos ver la acciéon parcial en U como una restriccion de acciones
globales.
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Un caso particular es cuando el grupo K es el grupo trivial, en este caso H puede ser cualquier
subgrupo cerrado, ya que las acciones conmutan trivialmente. Es facil notar que Co(U/K)x H =
Co(U) x H y que Co(H\U) x K = Cy(H\U)

SITUACION 10: Esto es el teorema
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Apéndice A

Integracion

A.1. Integracién en espacios de Banach

Enunciaremos sin demostracion los resultados que permiten definir integrales con valores en
espacios de Banach o espacios localmente convexos completos.

Definiciéon A.1.1. Sean X un espacio topoldgico y E un espacio vectorial topologico. Se define
C.(X,E) :={f: X — E: sop{f} es compacto}, donde sop{f} es la clausura de {z € X :
f(z) #0}. Si K C X es un subconjunto compacto Cx (X, E) :={f € C.(X,E) : sop{f} C K}.
En caso que E sea normado, sea || ||o : Ce(X, E) — R la norma del supremo. Si K C X es
compacto, || ||k denotara la restriccion de || || & Cx (X, E). Ademés si f € Co(X, E):

191 i= [ 1#@)lduca).
X
Observar que || ||; es una norma en C.(X, E) y || fll1 < p(sop{f ) f|lco-
Sih € Co(X) y a € FE definimos ¢ ® a € C.(X, F) mediante: ¢ ® a(z) := ¢ (z)a.
Definicion A.1.2. Si Ej es un subespacio de E:
Ce(X)® Ey :=span{yy ®a: ¢ € Ce(X), a € Ep}.

Observacion A.1.3. Si Ey es un subespacio denso de E, entonces C.(X)® Ej es denso en C.(X, A)
(con la norma del supremo). Méas aun, dada f € C.(X, F) existen un compacto K C X y una
sucesion { fn}n C Co(G) ® Ey tales que: limy, || f — fulloo = 0y sop{fn} C K para todo n.

Lema A.1.4. Sean E un espacio de Banach, X un espacio topoldgico HLC y p una medida
reqular positiva en X. Entonces existe una unica funcion lineal Iy : Co(X,E) — E con las
stquientes propiedades:

L Ig(y®a) = [yvdua VY € Ceo(X), a € E.
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2 Me(NI < IfllL ¥ f e Ce(X, E).

3. Si1T:E — F es un mapa lineal (o conjugado lineal) y acotado entre espacios de Banach,
entonces T(Ig(f)) = Ip(T o f) para toda f € Co(X, E).

Definicién A.1.5. En las hipotesis del lema anterior, dada f € C.(X, E) se define:

[ fui=1o(s),
X

A.2. Integracién en espacios localmente convexos y completos

Los resultados que se enuncian a continuacion se encuentran en [6] (I 6).

Si E es un espacio localmente convexo y p es una seminorma continua de E, se definen
Ny, :={a € E: p(x) =0}y E, el espacio de Banach que resulta de completar (Apéndice
E /N, con la norma ||z + N,|| := p(z). Ademés v, : E — E, es la proyeccion, que es continua.

Proposicion A.2.1. Supongamos que X es un espacio topoldgico con una medida regular p
y E es un espacio localmente convexo completo. Entonces existe una unica funcion lineal Ig :
C.(X,E) — E que cumple las siguientes propiedades:

1. Dada una seminorma continua en E, p, se tiene que v,(Ig(f)) = Ig,(ypo f).

2. S1T:E — F es lineal (o conjugado lineal) y continuo entre espacios localmente convexos
completos, entonces T(Ig(f)) = Ip(T o f) para toda f € Co(X, E).

Definiciéon A.2.2. En las hipotesis de la Proposicion anterior, para f € C.(X, F) se define la
integral de f como:

[ faui=1o(s),
X

De acuerdo a la proposicién anterior la integral definida esta caracterizada por la siguiente

propiedad:
du | = o fd N E*.
o [ san)= [ vosan v

Corolario A.2.3. En las hipdtesis del lema anterior, si f € Co.(X,E) y p es una seminorma
continua en E, se cumple que:

p( [ rodut) < [ prndu,
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Corolario A.2.4. Supongamos que E es un espacio localmente convero completo, X eY son
espacios topoldgicos HLC y p es una medida regular en X. Entonces dada F :' Y x X — E
continua y de soporte compacto se tiene que y — [ F(y,x)du(x) es continua y de soporte
compacto. Ademds si 'Y tiene una medida reqular v se cumple que:

//Fy, )dp(z)dp(y //Fy )du(y)du(z).

Corolario A.2.5. Supongamos que G es un grupo topoldgico HLC com medida de Haar i, E es
un espacio localmente convero completo. Si definimos la medida v(A) = u(A~Y), entonces dada
una funcion f € C.(G,E) y unr € G se cumple que:

Laensehinw = [ soau. [ senaun = | oo,
/ftldy /f )dp(t) /f )dp(t) /ftrdu
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Apéndice B

Completaciones

B.1. Completacion de Hausdorff

Describimos brevemente la completacion de Hausdorfl de un espacio semi-normado.

Fijemos un espacio semi-normado (E, || ||). A partir de él queremos construir un espacio de
Banach (H(E),|| ||) con la siguiente propiedad universal: existe una isometria ¢ : E — H(E)
de manera que ((E) es denso en H(FE) y, dado cualquier operador continuo (lineal o conjugado
lineal) T': E — F, siendo F' de Banach, existe un tnico operador continuo H(T) : H(E) — F
de manera que H(T)ov=T.

Una manera de hacer esto es la siguiente. Sea C'(FE) el espacio de las sucesiones de Cauchy

en E con las operaciones punto a punto. Si z € C(E) definimos ||z|| := lim,, ||z,|| y la relacion
de equivalencia en E: x ~ y si y solamente si lim,, ||z, — y,|| = 0. Llamamos H(E) := C(E)/ ~,
7 : C(E) — H(E) ala proyeccion en el cociente y [z] := 7(z). Es sencillo ver que las operaciones

pasan al cociente con lo que H(FE) es un espacio normado, con algo mas de trabajo se ve que
H(FE) es completo y por lo tanto un espacio de Banach.

Para definir ¢ : E — H(E), dado a € E s(a) denotara la sucesion constante a. Definimos
t(a) = [s(a)], que claramente es una isometria. Para ver que «(E) es denso en H(E) tomamos
[x] € H(E), es facil ver que [z] es el limite de la sucesion n — «(x,,).

Para la propiedad universal se procede de la siguiente manera: para el operador 1" se define
Ty : C(E) — F de manera que Tp(x) = lim, T'(z,), que claramente es lineal (o conjugado
lineal segtin sea T') y ademés respeta ~. Sea H(T) el operador que define en H(E), que es el
tnico tal que H(T)([z]) = lim, T(xy,). Observar que ||H(T)([z])|| < [[T]|||[=]ll, y que ademas
H(T)(t(a)) = T'(a). Lo anterior implica que H(T') es el que buscamos y ademés | H (T)| = ||T.
Por otra parte, si S : H(E) — F es operador continuo tal que S ot =T, debe ser S = H(T) en
L(E), y por continuidad S = H(T).

La propiedad universal puede usarse para extender una involucién o una multiplicacién con-
tinua. Si * : E — FE es una involucion, es decir, una isometria conjugada lineal tal que a** = a
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para todo a € E, existe * : H(E) — H(E), que es operador dado por la propiedad universal para
E — H(E) | a+w t(a*). Con esto es facil ver que * : H(E) — H(E) también es una involucion.

Para extender una operacion E x E — E (a,b) — ab lineal (o conjugada lineal) en ambas
variables y tal que ||ab|| < K ||al|||b]| se usa la propiedad universal dos veces. Primero se considera,
para cada a € E, el operador continuo M, : E — H(FE) tal que M,(b) = ¢(ab). Por la propiedad
universal existe una tnica extension M, : H(E) — H(E) tal que t(b) — t(ab). Esto da lugar
a un operador acotado E — B(H(E)) | a — M,. Como B(H(E)) es de Banach existe una
tnica extension H(M) : H(E) — B(H(E)). Se define [z] - [y] = H(M)([z])([y]). Notar que
v(a) - 1(b) = H(M)(e(a))(1(b)) = Ma((b)) = ¢(ab). También |[[2] - [y][| < KT|[][[[[[y]]l

De esta manera es posible construir, a partir de una *-algebra normada, una x-algebra de
Banach que “contenga” a la primera como una *-subalgebra densa.

B.2. (C*-completacion de una x-algebra de Banach

Sea B una x-algebra de Banach. Es posible construir una C*-dlgebra A con la siguiente
propiedad universal: existe un #-homomorfismo ¢ : B — A tal que «(B) es denso en A y ade-
més dado cualquier *-homomorfismo ¢ : B — C, siendo C una C*-algebra, existe un tdnico
*x-homomorfismo J : A — C tal que Q,Zo t=1.

Evidentemente dos C*-algebras que cumplan la mencionada propiedad universal seran iso-
morfas; la C*-completacion es la clase de isomorfismo de una de estas. En general no distinguimos
entre uno de sus representantes y la clase en si. Para la construccion ver [6] VI 10.
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